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Résumé

Nous déterminons les sentiers optimaux d’exploitation d’une ressource non renou-
velable polluante et d’une ressource renouvelable propre lorsque les rejets polluants
peuvent étre réduits & la source et stockés dans des puits de carbone de capacités
limitées et lorsque le stock de polluant accumulé dans ’atmosphére ne doit pas dé-
passer un certain seuil critique. Si la ressource renouvelable est abondante, il ne faut
séquestrer les émissions qu’une fois ce seuil atteint et saturer les puits suivant 'ordre

croissant de leurs cofts.
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1 Introduction

Les émissions de gaz a effet de serre résultent pour Pessentiel de 'utilisation des res-
sources énergétiques carbonées fossiles'. Les dispositifs techniques et les dispositions ré-
glementaires et législatives qui permettraient de réduire ces émissions sont multiples, plus
ou moins coliteux et susceptibles d’étre mis en oeuvre dans des délais plus ou moins brefs.
L’un des moyens envisagés pour réduire ces rejets dans l'atmosphére est le captage des
gaz a la source d’émission et leur enfouissement aprés réduction, soit dans des réservoirs
naturels, soit dans d’anciens sites miniers, qu’on appellera puits de carbone?®:3.

On se propose dans la présente étude, premiérement de déterminer quand et & quelle
échelle ce mode de réduction des rejets de carbone dans I’atmosphére préconisé par 'TPCC*
dans son dernier rapport (IPCC, 2005), doit étre utilisé, et deuxiémement de préciser com-
ment le recours a ce mode d’abattement du flux de pollution modifie le sentier optimal de
consommation des ressources carbonées fossiles, et ce, lorsque la concentration atmosphé-

rique en carbone ne doit pas dépasser un certain seuil jugé critique, l'objectif déclaré de

l'accord de Kyoto®.

La possibilité de séquestrer tout ou partie des gaz & effet de serre libérés par la com-
bustion des ressources carbonées fossiles a fait I’objet de nombreuses études empiriques au

moyen, le plus souvent, de modeéles complexes dits d’évaluation intégrée (cf. par exemple

'D’autres sources non négligeables sont les rejets animaux et humains, la réduction des couverts fores-
tiers et I'extension des pratiques culturales favorisant la libéralisation du carbone contenu dans la couche
superficielle des sols.

Le terme puits de carbone est aussi utilisé pour désigner le stockage du carbone dans les végétaux, en
particulier les foréts (voir par exemple IPCC, 2001). Ce n’est pas ce type de stockage que nous étudions
ici.

30n peut aussi enfouir les gaz ainsi captés dans des puits de pétrole en cours d’exploitation pour
augmenter la pression dans le puits, ce qui permet d’améliorer le rendement de ’extraction, et donc
accroitre aussi les réserves économiquement exploitables. C’est une technique déja utilisée en Mer du Nord
depuis 1996 par la compagnie norvégienne Statoil. L’analyse économique de ce type d’enfouissement pose
des problémes spécifiques qui ne sont pas abordés ici.

“Intergovernemental Panel on Climate Change.

SBien que I’objectif déclaré de ’accord soit la stabilisation de la concentration atmosphérique des gaz
a effet de serre, le texte de I’accord ne précise pas a quel niveau cette concentration devrait étre stabilisée.
Il prescrit, non pas un seuil de concentration & ne pas franchir mais un flux d’émissions & ne pas dépasser,
tout au moins pour les pays développés. Plus exactement, il enjoint & ces pays d’avoir réduit leurs flux
d’émissions de 1990, d’un certain pourcentage & une certaine date, laissant libre le parcours & suivre jusqu’a
la date en question. Il est clair que méme si un palier de stabilisation était affiché, un accord de ce type
n’a aucune valeur d’engagement tant que les efforts a consentir par chacun des partis ne sont pas définis,
c’est-a-dire tant que les flux maximum d’émission auxquels ils sont contraints ne sont pas explicités. Il
s’agit 1a d’un probléme classique de répartition du cotit d’un bien public, mais complexe puisque posé dans
un contexte dynamique. Le modeéle développé ici n’a pas pour objet de rendre compte des négociations et
des arbitrages auxquels donne lieu la définition de cette répartition. Puisque la variable clé des événements
est la concentration atmosphérique en gaz a effet de serre, la formulation la plus directe consiste a poser
le probléme en termes de plafond limite de cette variable d’état.



Mc Farland et al., 2003, Edmonds et al., 2004, Kurosawa, 2004, Gitz et al., 2005). Cette
complexité est peut-étre le prix & payer pour pouvoir disposer de modeéles capables de
rendre compte d’une réalité apparemment elle-méme complexe, et donc le prix a payer
pour pouvoir peut-étre disposer de modéles opérationnels, c’est-a-dire de modéle suffi-
samment précis pour pouvoir définir des politiques. Mais la multitude des rétroactions a
I’oeuvre dans de tels modeéles tend & brouiller les lignes de force le long desquelles ces po-
litiques devraient se déployer. Ce dont on a besoin pour bien marquer ces lignes de force,

c’est de pouvoir disposer au contraire d’'un modéle épuré.

Pour aller a ’essentiel, on suppose dans la présente étude qu’il n’y a qu’un seul type
d’usager final et deux ressources primaires, une ressource carbonée fossile polluante et
une ressource renouvelable propre. Les usagers désirent utiliser 1’énergie sous une certaine
forme et le colit d’approvisionnement & partir de I'une ou 'autre de ces deux sources pri-
maires comprend I’ensemble des cotits de transformation de I’énergie primaire en question
en énergie directement utilisable par lesdits usagers. Cette convention admise, les deux
énergies primaires ainsi transformées sont alors de parfaits substituts I’'une de ’autre pour
les usagers finals. On pose que le cott de transformation de la ressource non renouvelable
en énergie utile est inférieur au cotit de transformation de la ressource renouvelable, ce qui

est le cas actuellement.

Poser I'existence d’un plafond de concentration des gaz a effet de serre présents dans
I’atmospheére, plafond & ne pas crever, couplé au fait que le stock de ces gaz est lui-méme
progressivement éliminé par régénération naturelle®, contraint implicitement le taux ins-
tantané de consommation de la ressource polluante dés que le plafond de concentration
atmosphérique est atteint, pour autant qu’on s’abstient de capter et de séquestrer tout
ou partie du flux de gaz a effet de serre ainsi produit. Deux points méritent alors d’étre
soulignés.

Le premier est le fait que, le long d’un sentier optimal, I'intervalle de temps au cours
duquel cette contrainte dérivée sur le flux de consommation de la ressource carbonée fossile
est effective, est endogéne. La date a laquelle le stock de carbone atmosphérique atteint
le plafond est une fonction du sentier de consommation de la ressource carbonée fossile

suivi depuis l'instant initial. La contrainte posée sur le stock de carbone présent dans

671 s’agit en réalité d'un processus de séquestration naturelle, donc gratuit, dans des puits de trés grande
capacité, essentiellement les océans (voir par exemple IPCC, 2001, pour plus de détails).



I’atmosphére doit donc faire sentir ses effets sur la totalité du sentier de consommation de
la ressource non renouvelable, et donc aussi sur le sentier de consommation de la ressource
renouvelable puisque les deux ressources sont de parfaits substituts I’'une de ’autre.

Le second point & souligner est que la société dispose de deux options pour relacher la
contrainte qui limite le flux de consommation de la ressource fossile lorsque le plafond de
concentration atmosphérique en carbone est atteint. L'une consiste a substituer la ressource
renouvelable propre a la ressource non renouvelable polluante, ’autre consiste a séquestrer
tout ou partie des rejets polluants qu’implique 'usage de la ressource non renouvelable.
Chacune de ces options a d’abord un cott monétaire. La ressource renouvelable est plus
chére & exploiter que la ressource fossile. Séquestrer les gaz a effet de serre issus de la
combustion de la ressource fossile a aussi un cotit. Mais chacune de ces options a de plus

un cotlt d’opportunité spécifique.

A la consommation de la ressource carbonée fossile est d’abord associée une rente mi-
niére comme toute ressource non renouvelable disponible en quantité limitée, auquel il faut
ajouter deux shadow costs correspondant respectivement au stock de carbone présent dans
I’atmospheére et au stock de carbone déja séquestré dans le puits lorsque la pollution est ré-
duite & la source par enfouissement”. Poser que la concentration atmosphérique en carbone
ne doit pas dépasser un certain seuil, avec 'option d’enfouissement dans un puits, revient
a poser qu’on peut de fait envoyer le carbone résiduel dans deux réservoirs, chacun ayant
une capacité instantanée de stockage limitée, mais dont 1'un, le réservoir atmosphérique,
a la propriété de faire disparaitre progressivement le carbone qu’il contient de sorte que
sa capacité de stockage au cours du temps est infinie. Cependant, pour pouvoir disposer
de cette capacité infinie, il faut restreindre le flux de carbone qu’on y envoie lorsque le
réservoir est a saturation. Dés lors on congoit aisément que les dynamiques des variables
duales associées & chacun de ces deux stocks, les deux shadow costs, obéissent a deux lois
différentes et que leurs trajectoires divergent au cours du temps.

A Tutilisation de la ressource renouvelable est éventuellement associée une rente de
rareté lorsque le flux exploitable de cette ressource n’est pas trés abondant.

Pour mieux mettre en évidence les dynamiques de ces diverses rentes, on suppose que
tous les cotlits monétaires marginaux sont constants, ainsi que le taux d’auto-régénération

naturelle. On suppose également que tous les cotits monétaires, ainsi que la valorisation de

"Le probléme est sous cet aspect assez semblable & celui des sites d’enfouissement des déchets industriels
et ménagers, traité dans Gaudet et al., 2001.



la consommation d’énergie, le surplus brut instantané qu’elle génére, restent les mémes au

cours du temps.

L’article est organisé de la fagon suivante. Le modéle est présenté a la section 2. On
détermine a la section 3 ce que seraient les sentiers optimaux d’exploitation des deux
ressources s’il n’était pas possible de séquestrer le carbone a la source, c’est-a-dire g’il
n’était pas possible de réduire le flux de carbone résultant de la consommation de 1’énergie
fossile au moment méme ou ce carbone est rejeté dans 'atmosphére, ¢’est-a-dire encore au
moment méme ou ’énergie fossile est utilisée. On examine ensuite a la section 4 ce que
deviennent ces sentiers optimaux lorsque la capacité de rétention des puits est suffisamment
importante pour que la société soit en mesure d’y séquestrer tout le carbone qu’elle voudrait
y enfouir. On convient d’appeler puits de grande capacité un tel puits, c’est-a-dire un puits
dont la capacité de stockage n’est jamais saturée le long du sentier optimal d’exploitation
des ressources lorsqu’on néglige la contrainte de capacité du puits en question. On montre
a la section 5 comment sont déterminées les trajectoires optimales lorsqu’au contraire la
capacité des réservoirs de stockage du carbone doit étre saturée, puits qu’on appelle puits
de petite capacité. Le fait qu’un puits soit grand ou petit est donc une caractéristique
endogéne. L’ordre de présentation des résultats peut étre lu comme un algorithme qui
permet d’identifier si un puits est grand ou petit. On généralise I'analyse au cas de puits
multiples, chacun ayant un coit d’accés différent des autres et une certaine capacité de
stockage. On montre que ces puits doivent étre saturés par ordre croissant de leurs cotts
d’acceés, et ce indépendamment de leurs capacités de stockage et on identifie le puits de
cotit d’acces le plus élevé dans lequel on doit enfouir le carbone. On montre aussi comment
ce modéle de puits multiples peut étre vu comme ’approximation d’un modéle plus réaliste
dans lequel le cotit marginal de séquestration dans chaque puits est une fonction croissante
du stock de carbone déja enfoui dans le puits en question. Enfin, on conclut briévement a

la section 6.



2 Le modéle

2.1 Hypothéses et notations

On considere une économie dans laquelle le surplus instantané permis par la consomma-
tion d'une quantité d’énergie® ¢; a pour valeur u(q;). L’hypothése 1 résume les propriétés

standards de la fonction u que nous postulons dans cette étude.

Hypothése 1 : v : IR, ; — IR, est une fonction de classe C? strictement croissante et
strictement concave, qui vérifie la condition d’Inada : limgjo u/(q) = +o00, ot v/(¢) =

du/dq.

Dans ce qui suit on note indifféeremment u/(¢) ou p(q) la fonction inverse de demande
et par d, 'inverse de la fonction u’ c’est-a-dire la fonction de demande d’énergie” : Vp > 0,
d(p) = q tel que u/(q) = p. On note u” la dérivée seconde de u. Sous 'hypothése 1, u/(¢) > 0
et u”(¢q) <0, Vg > 0.

La société dispose de deux sources d’énergie, une énergie carbonée fossile non renou-
velable et une énergie renouvelable. Pour aller & ’essentiel on suppose que ces deux res-
sources sont de parfaits substituts 1'une de ’autre pour les usagers de sorte que si x; est
la consommation instantanée de ressource fossile et si y; est la consommation instantanée
de ressource renouvelable, alors le surplus permis par cette consommation (x¢,y;) a pour

expression u(xs + y¢), i.e. ¢ = o + Yt

La ressource non renouvelable est exploitable au cotit moyen constant ¢, qui est donc
aussi le cotit marginal. Le cotlit doit étre compris comme un colt complet de mise a la
disposition des usagers. Il comprend donc non seulement le cotit d’extraction de la ressource
fossile, mais aussi les colts de transformation et de transport pour mise a la disposition
des usagers.

On note 7 le flux de ressource non renouvelable qu’il conviendrait de consommer pour
que le surplus marginal soit égal au coiit marginal monétaire de la ressource. En d’autres

termes & est la solution de u/(z) = ¢, soit encore & = d(cy).

8Stricto sensu ¢; est une puissance et la quantité d’énergie consommée, e, sur l'intervalle de temps
[t,t + dt), est, au premier ordre, en supposant ¢: différentiable, égale a (g: + dq:/dt)dt.
9Stricto sensu la fonction d’appel de puissance.



Notons XU le stock de ressource non renouvelable initialement disponible et X le stock

encore disponible & l'instant ¢ de sorte que :
X, = -2, Xo=X" et X;>0,t>0.

L’utilisation de la ressource non renouvelable a pour conséquence le rejet dans I’atmo-
sphére d’un polluant, disons de carbone pour simplifier. Soit ¢ le contenu en carbone d’une
unité de ressource de sorte que le taux instantané de rejet serait égal & (x; en ’absence de
traitement des rejets a la source.

Notons Z; le stock de polluant présent dans l’atmosphére & 'instant ¢ et z; le taux
instantané des rejets. Ce stock a une certaine capacité d’auto-régénération. Pour simplifier
on le suppose constant (cf. par exemple Kolstad et Krautkraemer, 1993). Plus précisément
on suppose que le taux proportionnel instantané d’auto-régénération est constant et égal
a «, de sorte que :

Zt = 2t — CMZt.

On pose que le stock de polluant présent dans ’atmosphére ne peut pas excéder un
certain seuil critique Z. Soit Z le stock de carbone atmosphérique dont hérite la société,

inférieur au plafond, Z° < Z. On doit avoir :
Z—-2,>0,t>0 et Zy= 2.

Le flux de polluant potentiel peut étre traité et séquestré dans n puits de carbone que
I’'on suppose chacun étanche. Soient ¢ = 1,...,n les indices des puits en question. Chaque
puits 7 est défini par deux caractéristiques, un cotit unitaire monétaire cy; de séquestration
du polluant et une capacité S; du puits. Convenons d’indexer les puits par ordre croissant
de leurs cotits : c51 < ... < €5 < ... < Cgp- Les capacités des puits n’ont a priori aucune
relation avec les coiits, mais la théorie développée est compatible avec toute forme de
relation. Soit S? le volume de polluant initialement présent dans le puits 7. Sans perte de

généralité on peut poser que SY =0, i =1,...,n.1° On a donc :

n
2 :C%—Zé’m t>0
i=1

00n peut toujours redéfinir la capacité du puits, pertinente pour ’étude, comme la différence entre sa
capacité physique et le stock déja présent a 'instant 0.



ol s est la quantité de carbone séquestrée!! dans le puits i 4 'instant ¢, de sorte que :

Sitzsz’t et 51020 ,i=1,...,n et tZO
Si— Sy >0 ,i=1,...,n et t>0.

Lorsque le plafond Z est atteint, on doit avoir Z; = 0. Le flux maximal de ressource
non renouvelable qu’il est possible de consommer sans avoir a traiter les rejets est donc
égal & & = aZ /(. On note p l'utilité marginale d’une consommation égale a z, p = u/(z).
On pose que pour chaque puits ¢, la somme du cotit moyen d’extraction ¢, et du traitement
des rejets s’ils doivent étre séquestrés dans le puits en question, & savoir cg;(, est inférieure
a p. En d’autres termes, quel que soit le puits dans lequel les rejets sont séquestrés, le
colit moyen de mise & la disposition des usagers d’'une unité de ressource non renouvelable
propre (i.e. sans rejet polluant) est inférieure a p. Si, pour le puits 4, cette somme ¢, + ¢4;¢
était supérieure a p la société devrait ne jamais utiliser le puits ¢ en question. Mieux vaut
en effet alors ne pas séquestrer dans ce puits et rester contraint au niveau de consommation

Z.
Hypothése 2 : Vi=1,...n: ¢y + c5( < p.

L’énergie renouvelable est une énergie non polluante qui peut étre mise & la disposition
des usagers a un colit moyen constant égal & ¢, supérieur & p. Si ¢, était inférieur a p, la
condition Z — Z; ne contraindrait jamais la consommation d’énergie.

Soit 4 le flux de cette énergie disponible & chaque instant. Notons g le flux qu’il convien-
drait de mettre en permanence & la disposition des usagers en ’absence de I’énergie fossile,
si § était suffisamment important. En d’autres termes § est la solution de «'(y) = ¢, soit
encore § = d(c,). On suppose que le flux disponible d’énergie renouvelable est abondant,
c’est-a-dire au moins égal & g, de sorte qu’aucune rente pure n’a jamais & étre imputée a

cette ressource!2.

Hypothése 3 : p<cyety<y.

Soit p > 0 le taux d’actualisation social instantané. Le bien-étre est égal a la somme

des surplus instantanés actualisés a ce taux. L’objectif est de maximiser ce bien-étre.

1 On évoque habituellement la séquestration du carbone comme une technique permettant d’éliminer
les seules émissions issues de la production électrique ainsi que d’une partie des émissions industrielles.
2Le cas d’une ressource renouvelable rare est traité dans Lafforgue et al. (2005).



2.2 Formulation du probléme et conditions d’optimalité

Le probléme que le planificateur doit résoudre est le probléme (P) suivant :

00 n
P a / u(xy + — CsiSit — CxTt — C e Ptdt 1
( ) {(Smizl,-Tn7}§ct,yt),t20} 0 [ ( ! yt) ; st et ylt ( )

sous les contraintes :

X, = —x¢, Xo= X" >0 donné (2)
X; >0 (3)
Sit = Sit, Sio :0, 7= 1,...,n (4)
S; — Sy >0, i=1,..,n (5)
n
7 :Cxt—Zsit—aZt, Zy = Z° < Z donneé (6)
i=1
Z—-2;>0 (7)
n
Cxe— Y sit >0 (8)
i=1
st > 0, i=1,...,n (9)
x>0 et y; >0 (10)
Soit £; le lagrangien en valeur courante du probléme!® :
n n
Lo = u(@e+ye) — Y CoiSit — Callt — CylYt — Mt + Y NitSit
=1 =1
n n B _
+he [y — Z Sit —Zy| + > it [Si — Sit] + vz [ Z — Z4]
i=1 i=1
n n
Fst [Cor =D sit| + D YitSit + VatTt + Yyt
i=1 i=1
Les conditions de premier ordre sont les suivantes :
8£t/881‘t:0 = csi:nit_,ult_:)/st"i_’)/it s Z':l,...,n (11)
OL )0z, =0 & u(z+y) =co + M — el — YstC — Vat (12)
OL)Oyy =0 & u(z+uy) =cy— Y (13)
avec les conditions d’écarts complémentaires :
n
Vst >0 et g |F%€ -> Sz’t] =0 (14)
i=1

13Comme d’habitude dans ce genre de probléme on néglige la contrainte X; > 0 dans ’écriture du
lagrangien.
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Yie 20 et sy =0, i=1,..,n (15)
Yot 20 et gy =0 (16)

Yt =0 et Yy =0 (17)

La dynamique des variables adjointes est déterminée par les équations suivantes :

Xt = P)\t — 8£t/8Xt = }\t = pAt g At = AOept (18)
Nit = pnit — OL/0Si < M =pnie +vie , 1=1,..,n (19)
fu = ppe — 0L)0Zr & fip = (a+p)pt + vz (20)

avec les conditions d’écarts complémentaires :

Vit Z 0 et Vit [51 — Szt} = O, 1= 1, N1 (21)

vze >0 et vy [Z—Z] =0 (22)

Enfin les conditions de transversalité & I'infini ont pour expression :

lime "'\ Xy = Ao lim X; = 0 (23)
tToo tToo

1H]{f}no e P S = 0, i=1,..,n (24)
}}rg e*pt,utZt =0 (25)

On notera d’abord que n;; < 0. 1 est la valeur marginale & l'instant ¢ du stock de
carbone déja séquestré a cette date dans le puits ¢. Si la capacité d’absorption de ce puits
est limitée et si & cette date t, S;; subissait une variation exogéne dS;; > 0, la valeur
optimisée de la fonction d’objectif du programme (P) diminuerait!'*. Par ailleurs tant que

le puits i n’est pas saturé, i.e. tant que S; — Siz > 0, v = 0, d’ott d’aprés (19) :
Si = Sit > 0 = it = nioe”™. (26)

Pour une raison analogue a celle qu’on vient d’évoquer on doit avoir aussi p; < 0. g est
la valeur marginale, & l'instant ¢, du stock de carbone présent dans I’atmospheére a cette
date. Puisque le stock de carbone qui peut étre présent dans ’atmosphére est lui aussi
limité, si & la date ¢, Z; subissait une variation exogéne dZ; > 0, la valeur optimisée de
la fonction d’objectif du programme (P) ne pourrait, au mieux, que rester constante et

au pire, diminuer. Par ailleurs supposons que sur Uintervalle de temps [tg,t1] le stock de

148j la capacité est suffisamment importante alors 7;: = 0, t > 0, cf. infra section 4.
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carbone présent dans 'atmosphére soit inférieur au plafond Z, Z — Z; > 0, t € [tg,t1]. On

doit alors avoir vz; = 0 de sorte qu’en intégrant (20), on obtient :
fie = @ TP e g, ). (27)

La différence de dynamique des n;, ¢ = 1,2 et de u; tient aux faits suivants. La décision
d’utilisation de la capacité de stockage du puits de carbone 7 est une décision irréversible
en ce sens que S; est nécessairement une fonction monotone non décroissante. Gréace
a la régénération naturelle, le stock de polluant dans l'atmosphére Z; peut lui croitre
ou décroitre, et de fait il sera amené & décroitre, quoique la société décide en matiére
d’enfouissement, du simple fait que le stock de ressource fossile est fini. Comme on va le
voir aux sections suivantes, cette asymeétrie structure fortement la solution.

Enfin, il doit étre clair que si & partir d’une certaine date la contrainte Z — Z; n’est

plus jamais active, alors py = 0 & tout instant postérieur & cette date.

3 Les sentiers d’Hotelling et les sentiers optimaux en 1’ab-
sence de puits de carbone

3.1 Détermination de dotation critique en ressource carbonée fossile au-
dela de laquelle la contrainte de plafond de pollution est active

On sait qu’en ’absence de contrainte sur la concentration atmosphérique en carbone'®,

le long du sentier de prix, la rente miniére devant croitre au taux d’actualisation p, le prix
étant égal a la somme de cette rente et du cott marginal (égal ici au cott moyen) sur tout
intervalle de temps pendant lequel la ressource fossile est consommée. On a en effet d’aprés

(12) dans ce cas, en posant py =0, 5 = 0 et v = 0, compte tenu de (18) :

(x4 i) = co + Mo

'5En P’absence de cette contrainte la fonction d’objectif du programme (P) devient :

/ [w(ze + i) — car — cyyi] e Ptdt
0

et les contraintes (4) a (9) disparaissent. La condition de premier ordre (11) n’a plus lieu d’étre, non plus
que les conditions (14), (15), (19)-(22), ni (24)-(25). La condition (12) devient, compte tenu de (18) :

u (e 4+ yi) = o + Aoe”" — Yar.

La condition (13) ne change pas, ni les conditions (16), (17) et (23).

12



Si au cours de ce méme intervalle de temps la ressource renouvelable devait étre aussi

exploitée, la condition (13) deviendrait :
u (@ 4 yi) = ¢y

Cette condition et la condition précédente sont contradictoires. Les deux ressources ne

doivent donc pas étre exploitées simultanément.

Puisque ¢, < ¢y, on doit exploiter la ressource fossile qui est la moins cotiteuse, ce qui
n’est possible que si on I'exploite en premier. En effet I’exploitation de la ressource non
renouvelable n’est possible que si A\g € (0, ¢y — ¢;), auquel cas elle est consommeée seule sur
I'intervalle de temps [O, TH()\O)) ot TH(\g) est la solution de I'équation ¢, + Age”’ = ¢y,

On a alors :
u'(x4) = o + Xoe”, Yzt = 0 et Yyt = Cy — (cx + )\oept) ,te [O,TH()\O))

de sorte que la condition (13) peut étre vérifice avec y = 0. Les deux conditions (12) et

(13) sont donc simultanément vérifiées sur l'intervalle [O,TH ()\0)).

A partir de la date T ()\g) seule la ressource renouvelable doit étre exploitée. Au-dela de
cette date c; + \ge”t > cy. Posons alors v, = ¢, + Xoe”t —u!(§) = cp + Noe?t — ¢y. Puisque
yr = § > 0, alors 7, = 0 de sorte que la condition (13) s’écrit maintenant v/ () = ¢y,
équation qui n’est autre que I’équation de définition de g. Pour la valeur ci-dessus de v,

la condition (12) devient :
u' () = cx + Ao — Var =z + Aot — (Cm + Aot — Cy) = ¢y,

de sorte que les deux conditions (12) et (13) sont simultanément vérifiées sur U'intervalle

|:TH()\0), OO) .

Tout ceci n’a de sens que si la date TH()\g) est la date d’épuisement de la ressource
non renouvelable. Cette condition d’épuisement est la condition qui détermine la valeur de
Ao : .

/T _y (e + Aoe?") di = X°.
0

Notons A la solution de cette équation. En tant que fonction de X°, A} est une fonction
strictement décroissante :

d\ /dx° <o,
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dont les valeurs limites sont respectivement :

lim M =¢, —c, et lim M =0.
X070 oo X0joo 0

Substituons A (X°) a Ao dans T (). Notons TH(X?) la fonction ainsi obtenue. La

fonction TH (X0) est une fonction strictement croissante :
dT [dX° = (dT" [dXo ) (dA]! /dX°) > 0
dont les valeurs limites sont :

lim TH =0 et lim T = .
X0]0 X070

Pour tout A\g € (0,¢, — ¢;) définissons Z1(\g), t € {O,TH()\O)), comme le stock de
polluant atmosphérique qu’implique la politique de consommation de la ressource fossile
7y = d (cz + Aoe??) en I'absence de traitement des rejets polluants. ZH (o) est la solution

de I’équation différentielle :
7, =cd (cz n /\oept) —aZ, Zo=2°te [O,TH(AO)} .
Soit ZH(\g) la valeur maximale de Z{(\g) :
Zi1 (%) = max {Zf (o).t € 0,77 (A)]} .

ZH (o) est une fonction décroissante de Ao puisque d (c; + Age??) est elle-méme une fonc-
tion décroissante de A :
dzH Jd\g < 0.

Il doit étre clair que si Ag est suffisamment faible, alors Z,I,f (Xo) > Z, le plafond de concen-

tration est alors dépassé!S.

Dans Z()\g) substituons A (X?) a Ay et soit ZX(X?) la fonction ainsi obtenue.
Puisque A\§ est une fonction strictement décroissante de X, alors Zn}{ est une fonction

strictement croissante de X0 :

dZH 1ax° = (dzl jdr ) (dAf! /dX°) > 0,

6Pour Ao proche de 0, d (cz + )\oe”t) ~ d(cy) = Z sur un intervalle de temps d’autant plus long que Ao
est proche de 0. L’équation d’évolution du stock de polluant devient alors :

Zy = (3 —als, Zo=2°,

d’ou :
Zy = (Eja+ (2° = Cifa) e
Pour ¢ suffisamment élevé, Z; ~ Z = (&/«. Puisque par hypothése & > Z, alors Z = (i/a > (T/a = Z.
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dont les valeurs limites sont!” :

. NH_ 0 . NH_ ~
)1(15?027,1 =7Z" et XléITnooZm =(T/a>Z.

On déduit des inégalités précédentes qu’il existe une valeur critique de la dotation
initiale en ressource fossile en-dega de laquelle, en suivant le sentier de Hotelling standard,
le plafond de concentration en carbone ne sera jamais atteint et au-deld de laquelle ce
plafond sera crevé. Soit X© cette valeur critique définie comme la solution de 1’équation
Zﬂ (X% = Z. On suppose dans ce qui suit que le stock initial de ressource fossile est

supérieur a ce stock critique :

Hypothése 4 : X" > X0,

3.2 Caractérisation des sentiers optimaux pour des dotations initiales
en ressource carbonée fossile supérieures a la dotation critique

Sous ’hypothése 4 on sait qu’en ’absence de puits de carbone, le sentier optimal d’ex-

ploitation des ressources serait un sentier a quatre phases, différent du sentier de Hotelling

puisque devant comporter une phase durant laquelle 'utilisation de la ressource fossile est

contrainte car le stock de pollution est & son niveau maximal Z (cf. Chakravorty et al.,

2004, 2005). Ces quatre phases sont les suivantes.

Au cours d’une premiére phase [0,%;) seule la ressource fossile doit étre utilisée et le
plafond de pollution n’est pas encore atteint : ¢ = x; = d (cx + Aoe?t — uoe(aﬂ’)tg), Ao
et |po| étant suffisamment faibles pour que z; > Z. Puisque x; > T et Z; < Z, alors les
émissions (x; sont supérieures a la capacité d’auto-régénération naturelle aZ; et donc le
stock de pollution atmosphérique augmente. A l'issue de cette phase, en tq, le plafond
de pollution est atteint et le cofit marginal complet de la ressource non renouvelable,

o + AoePt — poel@tPIC est égal a p.

La seconde phase [t1,t2) est une phase au plafond. Seule la ressource fossile appro-

visionne les usagers'® de sorte que ¢; = 2; = Z. Le prix est donc constant au niveau p.

"orsque X° = 0, Péquation d’évolution du stock de polluant devient Zy = —aZ,, Zo = Z°, dont la
solution est Z; = Z%**, d’ou la premiére limite. Lorsque X° 7 0o, Ao | 0 et z; T #. La seconde limite est
conséquence immédiate des remarques de la note précédente.

18Ce résultat est une conséquence de I’hypothése 3. Si, au contraire, p > ¢y, il existe plusieurs phases
d’exploitation simultanée des deux ressources (cf. Chakravorty et al., 2004 et 2005).
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Puisqu’on doit avoir p = ¢, + Age”t — u(, il s’ensuit que |u¢| doit décroitre au cours de
cette phase. En to, uy = 0 et le plafond ne sera plus jamais atteint par la suite de sorte que

1 est définitivement nul.

La troisieme phase [to,t3) est une phase au cours de laquelle le sentier est un sentier
d’Hotelling standard, p; = ¢, + Ao, et la seule ressource fossile est utilisée ¢ = x; =
d (cz + Aoe??). Ce qui reste de la ressource fossile est alors épuisé. A issue de la phase le

prix p; doit étre égal au cofit marginal d’exploitation de la ressource renouvelable c,.

Pendant la quatriéme et derniére phase [t3, 00) seule la ressource renouvelable est uti-

lisée, gt = v+ = ¥ et py = ¢y, et ce, pour toujours.

Un sentier de ce type est représenté a la Figure 1 ci-dessous.
Figure 1 ici

Les valeurs optimales des cinq variables clés Ag, uo, t1, t2 et t3 sont déterminées comme

la solution du systéme des cingq équations suivantes :

— la consommation cumulée de ressource fossile doit étre égale au stock de ressource

initialement disponible :

t3

t1
/ d (cgg 1 et — uoe(““)tg) dt+ta—ti)z+ | d (cz 1 /\oept) dt = X9
0

t2
— a la date t; le cotit marginal complet de la ressource fossile doit étre égal a p :
Cx+ Aot — poel TP = p
et & cette méme date t; le stock de pollution atmosphérique doit étre égal a Z :
Zt, Moy o) = Z
ou Z¢( Mo, po) est la solution de I'équation différentielle :

7, = (d (cx + Moe?t — Moe(aﬂ))tg) —aZy, Zy=2"

— ala date to, uy doit étre nul, i.e. le cotit marginal de la ressource fossile augmenté de

la rente miniére doit étre égal a p :

Ce + Mo”2 =D
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— a la date t3, le cotit marginal complet de la ressource fossile doit étre égal au coit

marginal de la ressource renouvelable :
Co + Noe’B = Cy-

On peut montrer facilement que pour les valeurs de Ag, po, t1, to et t3 qui satisfont ces
équations, toutes les conditions de premier ordre sont satisfaites (cf. Chakravorty et al.,

2004).

4 Le cas d’un puits de carbone de grande capacité

Supposons qu’il n’y ait qu’un seul puits de carbone!? de "grande" capacité. On précisera
en fin de section ce qu’il faut entendre par "grande" capacité. Pour 'instant comprenons
que la capacité du puits est suffisamment importante pour qu’aucune rente ne puisse étre
imputée pour l'utilisation de cette capacité de stockage qui n’est jamais saturée. La société
y séquestre le carbone autant que de besoin, a condition de supporter le cotit de ladite sé-
questration qui s’éléve & cs¢ par unité de ressource fossile utilisée. L’actualisation implique
alors que ce coiit doit étre supporté le plus tard possible si on doit minimiser la somme
des cotits actualisés. On ne séquestrera donc le carbone qu’a partir de la date & laquelle le

stock de pollution atteint le maximum permis Z.

Remarquons maintenant que si 1; = 0 parce que le puits n’est pas saturé, et si la société

traite une partie des rejets de sorte que s; > 0 et v5 = 0, alors la condition d’optimalité

198'il n’y a qu'un seul puits, il n’y a plus lieu d’indicer ni s; ni S;. La fonction objectif du programme
devient :

oo
/ [w(zt + yi) — cs8¢ — Caty — cyye] € PVl
0
Les contraintes (4) a (9) deviennent :

St:st, SOISO,S—StZO, thgxt—st—aZt
(xt—stZOetstZO

Les conditions de premier ordre sont alors, pour celles qui changent :

(11) Cs = Mt — bt — Vst + Vst
(14) st > 0 et Yst[Cxe — 5] =0
(15) Yst > 0 et ysese =0

(19) Ny = pNe + Vst

(21) vst > 0 et vse[S — S] =0
(24)

lim efptht =0
tToo

et 1, = noe’’ tant que S — S; > 0.
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(11) devient :
Cs = — Ut — Vst = —t = Cs + Vst
Portons cette valeur de —u; dans la condition d’optimalité (12), en notant que x; > 0, ce

qu’il faut supposer si s; > 0, et qu’alors v+ = 0. On obtient :

U (z4) = g + csC + Aoe. (28)
Cette condition ne peut étre satisfaite que si :

2 =d (cm +oesl + )\oe”t) . (29)

Donc si au cours d’une phase pendant laquelle la société consomme la seule ressource
fossile, la contrainte 7 — 7, > 0 est effective et simultanément la société traite au moins
une partie de ses rejets polluants, alors, pour que les conditions de premier ordre soient
satisfaites, il faut que la production d’énergie fossile soit égale a d (c; + c¢s¢ + Age™). Cela
ne signifie pas que la totalité des rejets doit étre traitée. La minimisation des cotits implique
qu’il ne faut traiter que I’excédent qui conduirait & ne plus respecter la contrainte de plafond

lorsque ce plafond est atteint, en d’autres termes :
st =C [d (cx + ¢+ )\oept> - i}

Une conséquence de ’égalité précédente est que premiérement vg = 0 car s; > 0, et
donc vy, = 0 car x; > 0, et deuxiémement 5 = 0 car (x; — s¢ > 0 puisqu’on ne retraite
pas tous les rejets. On a alors ¢s = —py d’aprés (11). On retrouve bien ainsi la forme

particuliére (28) que prend la condition (12) pour ces valeurs de —pug, s, Vst €6 Yat, €6

yr = 0.

Le cotit marginal complet d’exploitation de la ressource fossile, sachant que Z; = Z,

est la fonction en escalier suivante :
Ce + Noe?t , slay < T
Cm =

Co + M€t +cC , six >

Cette fonction est illustrée a la Figure 2 ci-dessous :

Figure 2 ici
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L’examen de cette figure montre pourquoi, lorsqu’on est au plafond, le recours a la
séquestration permet de relacher la contrainte et consommer plus que z. Cette période de
recours a la séquestration doit étre suivie par une phase durant laquelle la consommation de
la ressource fossile est plafonnée au niveau z, la séquestration n’étant plus alors socialement
rentable. En effet & une date t’ postérieure & t, mais pas trop éloignée, la situation illustrée
a la Figure 2 est devenue celle qui est illustrée a la Figure 3. Puisqu’au cours d’une telle
phase sy = 0 < xyp alors Y5 = 0 et v, = 0. Compte tenu du fait qu’on a aussi 7y = 0, la
condition (11) prend alors la forme —pu; = ¢, — vst. Portons ces valeurs dans la condition
(12). On obtient :

W' (2) = ¢ + Mo’ + (s — Va1 )C

D
et donc :

Vst = (Cx + >\Oeptl + CSC) /C

Figure 3 ici

A partir de la date & laquelle la courbe «/(z) coupe la droite d’ordonnée ¢, + Ape” pour

une valeur de z inférieure & Z, le sentier de prix devient un sentier d’Hotelling standard.

En résumé le sentier optimal doit étre ici un sentier a cing phases, le sentier de prix

étant illustré a la Figure 4.

La premiére phase [0,%1) est une phase pendant laquelle le plafond n’étant pas atteint,
le prix est égal au cotit marginal complet, p; = ¢, + \ge?! — ,uoe(a“’)tc , et seule la ressource
fossile est utilisée, ¢t = x4 = d(p;). A Vissue de cette phase le plafond de concentration est

atteint et le prix est égal & ¢, + Age?! + csC.

Au cours de la seconde phase [t1,t2) I’économie fonctionne au plafond de concentration,
seule la ressource fossile est utilisée et une partie des rejets est séquestrée : p; = ¢, + Aoe”t +

csC, qp = = d(pt) et sy = ([d(pr) — Z]. A l'issue de cette phase le prix est égal a p.

Au cours de la troisiéme phase [t2, t3) I’économie fonctionne toujours au plafond, le prix
est constant au niveau p, seule la ressource fossile est exploitée, ¢ = x; = T, et les rejets
ne sont plus traités, la régénération naturelle étant égale aux rejets polluants a chaque

instant. Au cours de cette phase |u¢| décroit et s’annule a la fin de la phase.
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La quatriéme période [t3,t4) est une phase de type Hotelling, p; = c, + Age??, seule
la ressource fossile est utilisée, ¢ = x; = d(p;) et puisque x; < Z le stock de pollution
commence & décroitre. A la fin de la phase le prix est égal au colt marginal de la ressource

renouvelable ¢, et la ressource fossile est épuisée.

Au cours de la cinquiéme et derniére phase [t4, 00) seule la ressource renouvelable est

exploitée, ¢; = y; = y et p; = cy.
Figure 4 ici

Les valeurs des six variables \g, o, t1, to, t3 et t4 qui caractérisent le sentier optimal

sont solution du systéme des six équations suivantes :

— I’équation d’équilibre entre la consommation cumulée d’énergie fossile et Uoffre de

ladite ressource, qui prend ici la forme :

t t
/ ' d (cz + Aot — uoe(o‘+p)tC> dt + ’ d (cz + Noet + csC) dt
0

t1

ta
+ts —to]z+ [ d (cx + Aoept) dt = XO
t3
— l'équation de continuité du sentier de prix en ¢ :
o+ Aot — e TP = cp + NgePt + ¢

et a cette méme date 1, ’équation d’égalité du stock de polluant & son niveau

plafond :

Zs, (Mos o) = Z

— les équation de continuité du sentier de prix en to, t3 et t4 :

Cz + A€ +es( =D
Co + X’ =p

¢
Co + Ao =¢y.

On est maintenant en mesure de définir ce qu’il faut comprendre par capacité suffi-

sante du puits de carbone, pour qu’aucune rente n’ait a étre imputée par unité de polluant
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séquestré. Considérons un sentier de prix et d’exploitation de la ressource fossile qui vé-
rifierait I’ensemble des conditions précédentes. Alors le volume de carbone séquestré, que

I'on note C?, s’éléve & :
to
Cs = ¢ [d (cx T Moeft + csC> - f} dt.
t1

La capacité du puits est suffisamment importante si C* < S. La société peut séquestrer

dans le puits tout le carbone qu’elle ne veut pas rejeter dans ’atmosphére.

Il convient a présent de déterminer les sentiers optimaux lorsque la société dispose d’un

puits de carbone qui ne permet pas de séquestrer tous les rejets qu’elle voudrait traiter.

5 Le cas d’un puits de carbone de petite capacité

Lorsque la capacité du puits de carbone est limitée, I'utilisation du puits a des fins de
séquestration présente un cott d’opportunité en sus du cott monétaire c; qu'implique la
seule mise en oeuvre du traitement des rejets. On a fait remarquer a la fin de la section 2 que
le taux de croissance instantané de ce cotit d’utilisation du puits, du "shadow cost" de S,
devait croitre au taux de I’actualisation tant qu’il n’est pas saturé : S; < S = 1; = noe”t.
Portons cette valeur de 7, dans la condition (11) sachant que si s; > 0 alors 75 = 0. On
obtient :

Cs = ﬁoept — Mt — Vst = —t = CS — 7706pt + Vst-

Dans (12) substituons a —p; ’expression précédente sachant que si x; > 0 alors 7,4 = 0,

de sorte qu’aprés simplification et factorisation on doit avoir®® :

v (z4) = ¢z + Aoet + (cs — noept) C.

Le cotit marginal complet d’utilisation de la ressource fossile lorsque le plafond de
pollution atmosphérique est atteint, Z; = Z, et la capacité de séquestration du carbone

dans le puits n’est pas encore saturée, a maintenant pour expression :

Kl

¢z + Aoe?t , siay <
Cm =

cx + o€t + (cs —moet) ¢, siay >

8l

20Se rappeler que 7o < 0 de sorte que cs — 10e”t, le cotit marginal complet de traitement des rejets, croit
au cours du temps.
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Le schéma illustrant la détermination de la consommation optimale de la ressource
fossile au cours de la phase pendant laquelle il est optimal de séquestrer une partie du car-
bone, est similaire au schéma de la Figure 2 aprés substitution de ¢; +Xoe” + (¢s — noe??) ¢
A ¢z + Moe?t + cs¢. Comme dans le cas précédent, ne doit étre traitée que cette partie des
émissions qui excéde la capacité d’auto-régénération du systéme atmosphérique lorsque le

plafond est atteint, d’ou :
st =¢ [d (C:v + Aoe” + (Cs - noept> C) - i}

La méme cause, a savoir la croissance du cotit marginal au cours du temps, ici ¢, +
Aoe?t + (cs — moe?t) ¢, produisant le méme effet, cette phase avec traitement dune partie
des rejets doit étre suivie d’une phase au cours de laquelle I'utilisation de la ressource fossile
est contrainte par la capacité d’auto-régénération naturelle lorsque Z; = Z, c’est-a-dire une

phase au cours de laquelle ¢ = x; = T et p, = p.

Le sentier optimal d’utilisation des ressources est donc maintenant un sentier a cing
phases, comme dans le cas d’un puits de carbone de grande capacité. Cependant la dyna-
mique d’exploitation de la ressource fossile difféere largement de la dynamique déterminée
a la section précédente jusqu’a la date & laquelle il faut arréter la séquestration. Le sentier

de prix optimal est illustré & la Figure 5 ci-dessous.
Figure 5 ici.

Les cing phases des trajectoires optimales sont les suivantes.

La premiére phase [0, ¢;) est comme dans les autres cas une phase de montée au plafond
pendant laquelle on n’utilise que la ressource fossile. La différence avec le cas précédent est
qu’ici, a l'issue de la phase, le coiit marginal complet de la ressource fossile, son prix, doit
étre égal au cotit marginal complet du début de la seconde phase qui est maintenant égal

& ¢z + Noe” + (cs — noe?t) ¢ et non plus ¢ + Aoe”* + ¢sC.

La seconde phase [t1,t2) est une phase de cheminement au plafond avec séquestration,
analogue a celle du cas précédent, mais ici le cotit marginal de séquestration d’une unité

de carbone est égal & cs — npe”t et non plus cs.
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Les autres phases sont formellement identiques & celles du cas d’un puits de grande

capacité puisque ce sont des phases au cours desquelles on ne séquestre plus.

Le sentier optimal est caractérisé par les valeurs prises par les sept variables Ag, o, 1o,

t1, to, t3 et t4. Pour les déterminer on dispose des sept équations suivantes :

— ’équation d’équilibre entre la demande cumulée d’énergie fossile et la quantité ini-

tialement disponible de la dite ressource :

/Ot1 d (Cz + et — Noe(aﬂ))tc) dt + : d (cx + Noe”t + (cs — 7]@6’”) C) dt
Hts — o] + " (o + Aoe?") dt = X°
t3

— l’équation de continuité du sentier de prix en t; :
Co 4 MoePt — poe@tPNC = ) 4 Ngef™t + <Cs - erptl) ¢

et & cette date, 'équation d’égalité du stock de polluant & sa valeur plafond :

Ztl (A07 ,uO) =7
— l'équation de continuité du sentier de prix en to :
ot 2o 4 (63— me??) C = 5
et & cette date ’équation de saturation de la capacité du puits de carbone :
to _
¢ d(cy + Xoe” + (cs —moe’t) ¢) —z| dt = S
e (e (e =me)¢) =]

— les équation de continuité du sentier de prix en t3 et t4, identiques a celles du cas

d’un puits de grande capacité :
cx+ A" =p et ¢+ Aef™t =,

On montre en Annexe que si Ao, o, Mo, t1, to, t3 et t4 satisfont ces équations, alors

toutes les conditions de premier ordre sont vérifiées.
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6 Le cas de plusieurs puits de carbone

On examine d’abord a quelles conditions la société, disposant de deux puits de cotits
d’enfouissement différents, ne devrait n’utiliser que 'un d’entre eux ou au contraire les
deux. On montre ensuite comment le test d’opportunité de 1'utilisation du puits le plus
coliteux permet de construire un algorithme déterminant les puits & utiliser dans le cas ol
la société peut disposer d’'un nombre quelconque de puits. On montre enfin comment le
modéle proposé peut s’interpréter comme un modeéle dans lequel le cotit d’enfouissement
dans chaque puits est une fonction croissante du volume de carbone déja séquestré dans le

puits en question.

6.1 Position du probléme

Considérons le cas ou la société dispose de deux puits. Supposons d’abord que le puits
de cout de séquestration le plus faible, que nous convenons d’appeler puits 1, soit un puits
de grande capacité. Tout se passe alors comme s’il n’y avait qu’'un seul puits, de coit de
traitement des rejets cs = cs1. L’analyse est la méme que ’analyse conduite a la section 4.

Le puits 2 ne sert a rien.

Supposons maintenant que la capacité du puits 1 soit petite. On doit comprendre par
14 que si la société ne pouvait utiliser que le puits 1, une certaine rente —ny; = —njpet
devrait étre imputée pour l'utilisation de ce puits 1. D’aprés ’analyse menée a la section
5 les deux premiéres phases des sentiers qu’il serait alors optimal de suivre seraient de la
forme ¢, + \pePt — uoe(aﬂ’)tg sur un intervalle de temps [0, 1) et ¢z + Aoelt — uge(a“’)t( +
(cs1 — mipePt)¢ sur un intervalle de temps [t1,t2), avec les conditions de continuité des

sentiers de prix suivantes :
e + Mo — e TPNE = cp 4 NgeP — o @I 1 (e — moeP)C
et
Co + A€l — puge@TP2¢ 4 (e — moe”™2)¢ = p.

On suivrait donc un sentier de cotit marginal continu et croissant, depuis ¢, + Ao en
t = 0 jusqu’a p en tq, et alors de deux choses 'une :
— ou bien c; + M\gePt + csal > cp + Moe” + (cs1 — moef?)( sur la totalité de I'intervalle

de temps [t1,t2) et dans ce cas, bien que la capacité du puits 1 soit limitée, il n’y
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a pas lieu d’utiliser le puits 2. Le colt marginal complet de livraison d’une unité
de ressource fossile propre, obtenue par séquestration dans le puits 1 est toujours
inférieur au colit marginal de livraison de cette méme unité propre par séquestration
dans le puits 2, quand bien méme ce dernier ne serait pas totalement utilisé, i.e.
quand bien méme la rente |19 qu’il faudrait imputer au puits 2 serait nulle;

— ou bien il existe une date ¢ antérieure a to, telle que :
Co + M€ 4 5ol < cp + Noe?t 4 (cs1 — moe”)C, t < T

et dans ce cas il faut aussi utiliser le puits 2 bien que le colit monétaire de séques-
tration dans ce puits 2, cso, Soit supérieur au cotit de séquestration dans le puits 1,

Cs1-

Dans cette derniére éventualité deux cas peuvent alors se présenter :
— ou bien le puits 2 est de "grande" capacité, au sens précisé plus loin ;

— ou bien le puits 2 est de "petite" capacité.

Examinons ces deux cas successivement.

6.2 Le cas d’un second puits de "grande" capacité

Par second puits de grande capacité il faut comprendre que méme si aucune rente
ne doit étre imputée au puits 2, sa capacité permet de séquestrer tout le carbone que la
société veut y enfouir, en sus du carbone séquestré dans le puits 1. Il doit étre clair que si
la quantité de carbone séquestré dans le puits 1 est égale a la capacité du puits, 'intervalle
de temps au cours duquel cette séquestration doit intervenir est endogéne, de méme que
I'intervalle de temps au cours duquel le carbone est séquestré dans le puits 2, mais aussi

pour ce dernier la quantité de carbone qu’on doit y enfouir.

Pour caractériser le sentier optimal dans ce cas, remarquons qu’a 'optimum on ne doit
jamais utiliser les deux puits simultanément. Si en effet on devait avoir s;; > 0, i = 1,2,
sur un intervalle de temps (¢,¢"), t' < ¢, on aurait v; = 0, et v;; = 0,2 i = 1,2, sur

I'intervalle et donc d’aprés (11) :

—Ht = Csj — nioept + Vst te (t/7t,/)7 1= 17 2.

21Si 554 > 0 sur lintervalle (¢',¢”) alors S;; < S;, d’oft vy = 0 et la forme particuliére n;; = ni0e” que
prend la variable adjointe 7;;.
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Portons ces valeurs dans (12). Aprés simplification on obtient :
W (24 Y1) = co 4+ Mo + (coi —moe™), te (1), i=1,2

d’ou :

Cg1 — T]loept = Cg2 — 7]206pt, t e (tl, t”)

ce qui est clairement impossible si cg; < cs2 quel que soit —n;0 > 0, ¢ =1, 2.

Le seul cas dans lequel on peut avoir une phase au cours de laquelle le cotit marginal
complet d’obtention d’une unité de ressource fossile propre par utilisation du puits 1 est
inférieur & ce méme cott marginal par utilisation du puits 2, et une autre phase au cours
de laquelle I'inégalité serait renversée, est celui dans lequel —n29 < —n10. La phase pendant
laquelle procéder par enfouissement dans le puits 1 est moins coliteux que procéder par
enfouissement dans le puits 2 précéde toujours alors la phase ou c’est 'inverse, et ceci que

le puits 2 soit de grande ou de petite capacité.

La prise en compte de cette remarque implique que le sentier optimal est un sentier a

six phases :

— Phase 1, [0,¢1), montée au plafond sans séquestration ;
— Phase 2, [t1,t2), au plafond avec séquestration dans le puits 1;

Phase 3,

ta,t3), au plafond avec séquestration dans le puits 2;

— Phase 5, [t4,t5), sentier d’Hotelling standard au-dessous du plafond ;

[
[
[
— Phase 4, [t3,t4), au plafond sans séquestration ;
[
[

Phase 6, [t5,00), exploitation de la ressource renouvelable.

Les valeurs des huit variables Ag, po, 910, t1, t2, t3, t4 et t5 caractérisant le sentier sont

solution du systéme des huit équations suivantes :

— l’équation d’égalité de la consommation cumulée de ressource fossile & loffre dispo-
nible, dans le cas présent :

11 to
d (cp + Noe?t — el @A) at + d(cy + Noe”t + (cs1 — noe™ dt
/0 ( 0 o C) A ( 0 ( 1= 110 )C)
t3 ts
+ | (ot Noe™ + corC) dt+ [t — ta] 2+ [ d(cp + Aoe?") dt = X°,
to

tq
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— l’équation de continuité du sentier de prix en t; :
Cx + )\Oept1 - MOe(a+p)t1< =cCz + )\06pt1 + (Csl — ’I’]l[)eptl)C7

et a cette date ’équation d’égalité du stock de polluant & son niveau plafond :

Zt1 (>\07M0) = Z:

— l'équation de continuité du sentier de prix en to :

o + M€’ 4 (cs1 — N10€”2)C = ¢z + A€ + cool

et & cette date la condition de saturation du puits 1 :
to _
¢ [d (Ca; + e (cs1 — 771t2€pt2)C) - f] dt = S,
t1

— les équations de continuité du sentier de prix en ts, t4 et t5 :

e + M€’ + ceol = P,
Cx + )\Oept4 =D,

Co + NoePts = Cy-

Comme on I’a souligné au début de la sous-section, le fait que le second puits soit de
"grande" ou "petite" capacité est endogéne. La capacité du puits 2 est considérée comme
"grande" si pour la solution Ag, o, Mo, t1, t2, ts, t4 et t5 du systéme d’équations précédent
le volume de carbone & séquestrer dans le puits 2 n’excéde pas la capacité du puits en

question, en d’autres termes si :
to _
g [d (cx T Noeft + csgc) - 5:] dt < Ss.
1

Si cette inégalité n’est pas satisfaite le puits 2 doit étre considéré comme étant petit.

6.3 Le cas d’un second puits de "petite" capacité

Si le second puits est un puits de petite capacité au sens que ’on vient de définir, il faut
imputer une rente au dit puits. La seule différence avec le cas précédent est maintenant que,
au cours de la phase de séquestration dans le second puits, le colit marginal complet d’une

unité de ressource fossile propre, son prix, a pour expression c; + Age”t + (cs2 — 1m20€”t)C.
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Le sentier optimal est défini par les valeurs de neuf variables Ao, wo, 710, 720, t1, t2,
ts, t4 et t5, solution du systéme des équations suivantes. Huit de ces équations sont les
équations précédentes modifiées pour tenir compte de la trajectoire du prix sur l'intervalle
[t2, t3] qui inclus maintenant une rente pour utilisation du puits 2. A ces huit équations
il convient d’adjoindre une équation de saturation du puits 2 a l'issue la troisiéme phase
[to, t3) : t

¢/ [ (ex + Mae + (a2 — moe?')C) — 2] di = 5.
2

Un sentier de prix optimal de ce type est illustré a la Figure 6 ci-dessous.

Figure 6 ici

6.4 Généralisation au cas de n puits

L’étude du cas de deux puits se généralise aisément au cas d’un nombre quelconque de
puits. Indicons ces puits par ordre croissant de leur cotit d’utilisation : cg1 < ... < ¢y < ... <
Csn- Supposons qu’on sache que les m premiers puits, m < n, sont petits en ce sens qu’en
restreignant les possibilités d’enfouissement aux capacités des dits m puits la rente qui doit
ieme

étre imputée au m puits, et donc aussi aux m — 1 puits qui le préceédent, est positive,

—nmo > 0. Ce puits de rang m doit étre utilisé sur un intervalle de temps [ty,, tm+1) €t
on doit avoir a l'issue de sa phase de remplissage c; + Aoe”'m+! + (csm — Nmoe?im+1)¢ = p.
Alors de deux choses 'une :

— ou bien ¢, + APt +csmi1C > e+ Aot + (Csm —Nmoe”t)C sur la totalité de intervalle

[tm,tms1) et dans ce cas le m + 1%™¢ puits n’a pas a étre exploité;

— ou bien il existe une date ¢ antérieure & t,,11 telle que :
Cz + )\Oept + csm+1C < ¢z + >\Oept + (Csm - nmoept)47 t>1
et dans ce cas il faut aussi exploiter le m + 1€ puits.

Dans ce dernier cas :
— ou bien le puits m + 1 est de "grande" capacité,
— ou bien le puits m + 1 est de "petite" capacité,
les qualificatifs "grand" et "petit" étant endogénes, comme dans le cas du puits 2 a la

sous-section précédente.
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Si le puits m + 1 est grand, il ne faut pas utiliser les puits m + 2,...,n. Si le puits
m + 1 est petit, il convient de recommencer le test. Puisque le nombre de puits est fini,

I’algorithme que nous venons de définir converge en un nombre fini d’étapes.

6.5 Le modéle comme modéle & cotit de séquestration croissant avec la
séquestration cumulée

On a supposé jusqu’ici que le cotit moyen de séquestration dans chaque puits 4, cg;,
était constant et donc égal au cotit marginal. Dans la mesure ou la pression dans un puits
est d’autant plus élevée que le volume de carbone déja séquestré est important, et que cette
pression plus élevée oblige & engager des dépenses plus conséquentes pour y enfouir une
unité additionnelle de carbone, il faut poser que le colt marginal de séquestration est une
fonction croissante du volume de carbone déja séquestré. En d’autres termes, on devrait
poser que pour chaque puits ¢, ¢s; = ¢4(S;) et dcg;/dS; > 0, ou S; est le volume de carbone

déja séquestré dans le puits .

Le modéle étudié jusqu’a présent peut étre vu comme un modéle dans lequel les fonc-
tions cg;(.) sont approximeées par des fonctions en escalier, 'approximation étant d’autant
plus proche de la fonction réelle que le nombre de paliers retenus est important. Soit m; le
nombre de paliers choisis pour approximer la fonction cg(.) et 1;, ..., h;, ..., m; les indices de
ces différents paliers, par ordre croissant du coiit moyen de séquestration & chaque palier,

Cli hz‘

St St

mg
st

hi . . : ) . .
<<yl <<yt egl étant le cout moyen (marginal) de séquestration au palier

h;. Notons AS'Z-}” la capacité d’absorption au palier h; de sorte que Zﬁ;l AS’;” =S;.

S’il n’existe qu’un puits de séquestration, le puits 4, I'identification au modéle précédent
est immédiate. La régle d’exploitation optimale de puits de colits moyens de séquestration
différents prescrit qu’il faudrait les exploiter par ordre croissant de leur cotit. Appliquons
cette régle au cas du seul puits 7 en question, décomposé en m; sous-puits différents. La régle
en question conduit & utiliser d’abord le premier sous-puits de cott ci; de capacité AS ;;,
ensuite s’il y a lieu, le second sous-puits de cotit cgg de capacité AS?Z?, etc... En d’autres

termes, il faut utiliser les sous-puits dans 'ordre qui est ’ordre naturel de remplissage du

puits 7.

Considérons maintenant le cas de m puits différents, la fonction de cotit de chacun d’eux

étant approximée par une fonction en escalier. Construisons une suite de puits théoriques

29



j =1,...,m par reclassement de I’ensemble des paliers des différents puits indicés par ordre
croissant de leurs colits et regroupement des capacités des paliers de coiits identiques.
Notons ¢/ le coiit moyen du puits théorique de rang j et S’ sa capacité de séquestration :
el < ... <l <..< ™ Ces puits théoriques sont construits par récurrence comme suit.
Pour j =1
1 i o _
g = mm{cs , 1 =1, ,m}
Soit I(1) I’ensemble des indices des puits pour lesquels ¢l = cl. Alors :
5= Y A
i€I(1)
Sortons les paliers de coiits ¢! et recommencons 'opération. Puisque le cardinal de
I’ensemble des paliers est fini, la procédure ainsi définie comprend un nombre fini d’étapes.
Le nombre de puits théoriques, m, est au plus égal a > ,_; m;. Il serait précisément

égal & cette somme si les cotlits aux paliers des puits effectifs étaient tous différents.

L’ordre dans lequel on doit, & "'optimum, utiliser les puits théoriques est I'ordre de leurs
coits. En procédant ainsi, I’ordre d’utilisation des différents paliers d’'un méme puits est
I’ordre naturel de remplissage du puits en question. Par ailleurs tous les paliers effectifs
constituant un méme puits théorique de rang j peuvent étre utilisés simultanément. A

I'optimum le carbone peut donc étre séquestré dans plusieurs puits en méme temps.
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7 Conclusion

Nous avons analysé la logique économique d’une politique de captation & la source
des gaz a effet de serre et de séquestration des flux ainsi captés, dans un dispositif plus
général de maintien en-deca d’un certain seuil de la concentration atmosphérique des gaz en
question. Nous avons démontré que cette politique ne doit étre mise en oeuvre qu’une fois
atteint le seuil de concentration qu’on s’interdit de dépasser, et ce indépendamment du cofit
monétaire & supporter et de la capacité de stockage des puits, c’est-a-dire indépendamment

du nombre de puits, du coiits d’accés a chacun d’eux et de leurs capacités de rétention.

Par ailleurs, il ressort de notre analyse que le schéma optimal d’exploitation des res-
sources et de recours a la séquestration, obtenu avec des cotlits moyens constants, est robuste
a d’autres spécifications des fonctions de cott, qui dépendraient du flux et du cumul de
carbone séquestré pour ce qui concerne le cotit de séquestration et/ou du flux et du cumul
de l'extraction pour ce qui concerne le cott de la ressource non renouvelable (cf. Heal,

1976), comme le montrent les développements de la section 6.

L’absence de séquestration avant le plafond ne signifie pas pour autant ’absence de
politique environnementale & court terme. Au contraire, avant méme d’étre activée, cette
option séquestration agit dés l'instant initial sur le rythme d’extraction de la ressource
non renouvelable qui, & 'optimum, devra étre moins soutenu jusqu’a atteinte du plafond.
Cette réduction de la consommation est imputable d’une part au cott d’opportunité de
I’émission de pollution avant le plafond, et d’autre part, au cott d’opportunité lié a la
séquestration d’une unité de pollution une fois le plafond atteint, cotits qui s’ajoutent au

colt total de mise & disposition de la ressource.

Enfin, notons que, dans la définition retenue du processus de stockage, nous avons
ignoré 1’éventualité pour les puits de relacher une partie du carbone séquestré (cf. Herzog
et al., 2003 et Paccala, 2003). Ce phénoméne de fuite, fut-il méme continu dans le temps,
n’aurait aucune incidence sur la solution optimale a court terme. Dans ce cas, seule la
durée de la phase de séquestration serait étendue & la durée totale de la phase au plafond
puisqu’une fois la capacité de stockage atteinte, la séquestration permettrait de compenser

les fuites & chaque instant.
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Annexes

Notons pff = ¢, + Age?! le sentier de prix de Hotelling, p; = pff — poel @t le sentier

de prix suivi avant ’arrivée au plafond et p; = pf +(es — noept) ( le sentier suivi au plafond

durant la phase de séquestration. Lorsqu’il n’existe qu’un seul puits de carbone et que ce

puits est de petite taille, la solution du programme (P) est :

d(ﬁt) at € [O,tl)
d(ﬁt) S [t17t2>
=1 T b€ [ta,t3) _)0 ,t € 10,t4) D t ¢ [t,t)
t i PTG steltoe) T T Cld@B) —a] L tE [hito)
d(pff) teltsta)
0 T € [tg,00)
(30)
Les variables duales associées au programme (P) sont :
cs + poel@tPt — et |t e [0,t)
0 s t S [tl,tQ) _
st = _ ; Vst =0, >0 31
TE ) et @ P telnt) 3y
Cs , t € [t3,00)
0 ,te [0,t4)
= 32
ot {pff—cy Lt € [ta,00) 32)
Cy—ﬁt ,te[O,tl)
Cy—]at , L € [tl,tz)
Yyt = Cy —p ; te [t27t3) (33)
Cy —pl{{ ,t € [tg,t4)
0 ,t € [t4, OO)
7706’0t , T € [O,tz)
= = >
Nt { 0 £ € [ta, 00) ,vge=0,t>0 (34)
#06(a+p)t [O tl)
noe’ —cs , t €[ty ta)
= ~ 35
MO G -G Lt ftata) %)
0 , T € [ts,00)
0 ,t € [O,tl)
(o + p)es — ampe™ , t € [t1,12) (36)
1% =
7 B = (a+p) Pl —P)] /¢t € [ta,ts)
0 , L€ [tg,oo)

Pour la solution (30), il est relativement aisé de s’assurer que si Ao, po, Mo, t1, to, t3
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et t4 satisfont les sept équations décrites & la section 5, alors les variables duales définies
par (31)-(36) vérifient bien les conditions (11)-(22). Par ailleurs, puisque le stock X; de
ressource fossile est épuisé en t4, la condition de transversalité (23) est vérifice. De méme,
puisque 7y = 0 et S; = S pour tout ¢t > to d’une part, y; = 0 et Z; = Ze—(t=t4) pour tout

t > t4 d’autre part, alors les conditions (24) et (25) sont satisfaites.
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