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Introduction générale

L’existence d’une multiplicité de taux d’intérêt est un fait patent de la réalité économique et finan-

cière. Taux du marché monétaire, interbancaire, obligataire, taux débiteurs, . . . des centaines de

taux révèlent les relations complexes liant prêteurs et emprunteurs de capitaux.

Face à ce foisonnement du réel, la théorie économique met en avant un certain nombre de critères

permettant de classer les taux d’intérêt. Les critères les plus souvent évoqués sont : la durée du

prêt correspondant, son statut fiscal, la plus ou moins grande liquidité du titre support, le risque de

défaillance de l’emprunteur, et enfin les clauses de remboursement.

Chacun d’eux représente un facteur explicatif des taux d’intérêt, et a, en tant que tel, donné lieu à

une littérature spécifique. Toutefois, le critère de la durée a été largement privilégié, tout simple-

ment parce qu’il fait référence à ce qui fait « l’essence » du phénomène de l’intérêt :le temps.

L’étude de l’influence du facteur temps doit être menée sur la base de taux d’intérêt uniquement

différenciés par la durée du titre support. L’actif idéal en la matière est un bon sans coupon, sans

risque de défaut, et à valeur faciale normée à l’unité, c’est-à-dire un titre conférant à son détenteur

le droit de recevoir une unité monétaire au moment de son échéance. Ordonnant alors les taux

d’intérêt portés par ces titres en fonction de leur échéance, on obtient unestructure par terme des

taux d’intérêt.1 Bien entendu, « l’actif idéal » n’existe pas, et la structure des taux doit donc être

estimée à partir des prix de marché des actifs réellement disponibles, et, en particulier, des actifs

obligataires.2

Expliquer la forme courante de la structure des taux, ainsi que ses déformations au cours du temps,

constitue un problème crucial pour bon nombre d’acteurs économiques. Pour un État (et/ou une

autorité monétaire), il conditionne sa capacité à infléchir la hiérarchie des taux, au service d’une

politique économique donnée.3 Pour une banque commerciale, il définit les conditions de l’activité

de transformation de terme. D’une manière générale, il intéresse tous les acteurs qui détiennent

des actifs, et doivent gérer un risque de taux d’intérêt.

1L’expression « structureà termedes taux d’intérêt » est parfois utilisée. Toutefois, les taux dont il est question sont
des taux au comptant et non des taux à terme. Cette appellation peut donc prêter à confusion.

2Les principales procédures d’estimation de« yield curves »ont été proposées par Carleton et Cooper [1976],
McCulloch [1971, 1975], Schaefer [1973] et Vasicek et Fong [1982]. Pour des études sur données françaises, voir par
exemple Bonnevile [1981], Bouvier, Brugiere, Coulibaly, Gudin de Vallerin et Phelouzat [1989], ou Artus, Belhomme,
Elalouf et Minczeles [1992].

3La plus célèbre tentative de torsion des taux a été menée en 1961 aux États-Unis. Cette politique, baptisée
« operation twist », avait pour objectif d’améliorer à la fois la balance des paiements (en augmentant les taux courts) et
l’investissement interne privé (en diminuant les taux longs).

5



Introduction générale

Le problème de la détermination de la structure par terme des taux d’intérêt constitue l’objet de

cette thèse.

Dans la littérature, on distingue trois approches de ce problème : une approche purement em-

pirique, une approche macroéconomique, et une approche microéconomique.

La première de ces approches met en œuvre des techniques de traitement de données (comme

l’analyse factorielle) pour dégager « mécaniquement » les principaux facteurs explicatifs des dé-

formations de la courbe des taux, ou encore procède à une analyse économétrique systématique des

corrélations et causalités entre la structure des taux et un grand nombre de variables, sans présup-

posé théorique fort.4 Les résultats ainsi obtenus peuvent être utilisés afin d’améliorer l’efficacité

des politiques de gestion du risque de taux. Toutefois, une interprétation économique des facteurs

mis en lumière reste nécessaire.

La seconde approche tente de replacer le problème des taux dans un cadre macroéconomique com-

plet, type IS-LM, prenant en compte, notamment, le comportement spécifique de l’état (politique

monétaire, politique de financement des déficits budgétaires et de gestion de l’encours de dette

publique, . . . ).5 Cette approche procède d’unedissociation fonctionnelleentre les taux d’intérêt

aux diverses échéances, souvent exprimée sous la forme d’une opposition entre deux taux : le taux

« court » et le taux « long ». Le taux court est assimilé à un taux monétaire, contrôlé par les au-

torités dans une perspective d’équilibre externe ; le taux long est, quant à lui, assimilé à un taux

« économique », représentatif du coût de l’investissement productif, et, à ce titre, déterminant pour

l’équilibre interne.

La troisième approche, largement dominante dans la littérature, est celle del’évaluation. Dans

l’optique de l’évaluation, tous les actifs partagent une fonction commune : procurer à leurs déten-

teurs une protection contre les risques économiques. Le prix d’équilibre d’un actif est alors fixé,

via les comportements individuels en incertitude, au vu des caractéristiques de l’assurance qu’il

représente. Le prix d’un actif est, en conséquence, lié au prix d’un autre, dans la mesure où ils

offrent des protections comparables. Ceci est valable pour tous les actifs financiers, et, en partic-

ulier, pour les bons sans coupon. L’approche microéconomique considère que la structure des taux

résulte de l’action d’agents (rationnels) désireux de gérer au mieux l’incertitude à laquelle ils sont

4Voir Bouvier et alii [1989], Artus, Kaabi, Lefournier [1990], Artus, Belhomme, Elalouf et Minczeles [1992].

5Blanchard [1981], Dantas et Dornbush [1984], Blanchard et Summers [1986], McCafferty [1986], Artus [1989] et
Artus et Ducos [1989] invoquent une telle démarche.
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confrontés.

La perspective générale de cette thèse étant avant tout théorique, nous ne considérons ici que

ces deux dernières approches. Mais il n’est pas non plus de notre propos d’évaluer les mérites

respectifs des deux démarches sous-jacentes, parce que cette évaluation renvoiein fine au débat

(épistémologique ?) entre macro et microéconomie. Simplement, nous nous bornerons à faire deux

remarques.

En premier lieu, la définition même de la structure des taux est plus conforme à la perspective

microéconomique. Cette définition place en effetla dimension temporelleau centre du prob-

lème de la formation de l’intérêt, et conduit naturellement à s’interroger sur l’attitude des acteurs

économiques vis-à-vis du temps. L’approche macroéconomique, quant à elle, affecte aux divers

taux un rôle qui n’est pasdirectementlié à cette dimension.

En second lieu, l’évolution récente des marchés financiers favorise l’expression des comporte-

ments microéconomiques. La « règle des trois D » (Décloisonnement, Déréglementation, Désin-

termédiation) qui gouverne l’organisation financière, tant nationale, qu’internationale, conduit à

mettre à la disposition de chaque agent économique un ensemble d’actifs financiers de plus en

plus vaste.6 En particulier, sont disponibles des titres de créance couvrant une grande partie du

spectre des maturités. Un agent étant susceptible d’incorporer dans son portefeuille un plus grand

nombre de titres supports des taux d’intérêt, son choix contribue à créer des liaisons d’autant plus

fortes entre les différents termes de la structure des taux. Ainsi, le processus d’intégration finan-

cière tend à mettre en cause le principe d’une dissociation préalable des divers taux d’intérêt, et

prêche au contraire pour une analyse approfondie de l’influence des comportements individuels

sur la hiérarchie des taux.

La perspective générale de cette thèse est celle de l’analyse des déterminants microéconomiques

de la structure des taux, dans l’optique de la théorie des choix rationnels en incertitude.

Les premières tentatives en la matière (Roll [1970, 1971]) ont consisté à appliquer le modèle

d’équilibre de choix de portefeuille de Sharpe, Lintner, Mossin et Treynor (le CAPM) au problème

de la structure des taux. Dans ce type de modèle, un investisseur maximise l’espérance de l’utilité

de sa richesse à une date future donnée, appelée son « horizon ». La théorie restant muette sur

6Voir Bourguinat [1992].
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le choix de cet horizon, on est souvent conduit à le poser égal à une période.7 Le modèle de

portefeuille montre que la structure des taux dépend notamment des prévisions, de l’attitude des

agents vis-à-vis du risque, et de l’offre (exogène) de titres aux diverses échéances. La hiérarchie

des taux est bien explicitement conditionnée par les comportements individuels en incertitude.

Toutefois, deux défauts majeurs viennent limiter l’intérêt théorique de cette analyse.

En premier lieu, dans le cadre du modèle de portefeuille, un agent ne se préoccupe pas de sa

situation antérieure et postérieure à son horizon, et fait donc preuve d’une singulière myopie.

Lorsque, par exemple, son horizon est d’une période, l’agent agit comme s’il allait tout simplement

mourir sur l’instant suivant. Ceci est particulièrement gênant pour une théorie, qui entend traiter

de taux d’intérêt différenciés selon un critèretemporel. Privilégier un horizon revient à accorder

une place particulière au taux dont l’échéance correspond à cet horizon : il devient, en effet, un

tauxsans risque. Pour mettre tous les taux sur un pied d’égalité, il est indispensable de développer

une analyseintertemporelle, dans laquelle les individus sont supposés être concernés par le risque,

à tout moment de l’avenir.

En second lieu, le modèle de portefeuille propose une vision purement « financière » de la struc-

ture des taux, coupée de l’économie réelle. En particulier, la consommation et la production

n’interviennent pas explicitement dans l’analyse. L’exclusion de la consommation est clairement

liée à la notion d’horizon, qui rend exogène le partage consommation-investissement : il est admis

que l’agent ne souhaite consommer qu’à l’échéance précise de son horizon, et qu’il consommera

donc toute sa richesse à ce moment là. Seule la richesse est nécessaire à l’analyse. L’exclusion

de la production dérive du caractère exogène de l’offre de titres, qui rejette en dehors du champ

d’investigation les motivations de l’investissement productif. Pourtant, il est difficile d’admettre

que les perspectives de rendement sur le capital physique, ne constituent pas un facteur explicatif

pertinent de la structure des taux, dans la mesure où celle-ci est reliée au phénomène de l’intérêt.

Ces critiques tendent à montrer que l’analyse microéconomique de la structure des taux requiert

un cadre théorique général, prenant en compte à la fois la production et la consommation, dans un

contexte intertemporel.

L’objectif de cette thèse est d’examiner l’influence du comportement rationnel en incertitude sur

la structure des taux, dans un cadre d’équilibre général intertemporel.

7Voir de la Bruslerie [1987]. Pour des formulations modernes de l’application du CAPM au problème de la structure
des taux, on peut consulter Shiller et McCulloch [1987] ou Artus [1987].
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Le modèle pertinent en la matière est le modèle d’équilibre économique général de Cox, Ingersoll

et Ross. Ce modèle, créé à la fin des années soixante-dix, n’a fait l’objet d’une publication qu’au

milieu des années quatre-vingts. Il occupe depuis, une position privilégiée au sein du champ

théorique de l’évaluation des actifs financiers. La raison essentielle du succès des travaux de Cox,

Ingersoll et Ross tient au fait qu’ils parviennent à exhiber une équation d’évaluation pouvant être

appliquée à quasiment tous les actifs financiers, dans le cadre d’un modèle parfaitement com-

patible avec les hypothèses de la théorie standard. En fait, le modèle d’équilibre intertemporel

s’affirme comme une versionopérationnelledu modèle central de la théorie financière moderne :

le modèle d’actifs contingents de Arrow et Debreu. En particulier, l’équation d’évaluation peut

être appliquée aux bons sans coupon, et, ce faisant, Cox, Ingersoll et Ross créent le premiermod-

èle d’équilibre général de la structure par terme des taux d’intérêt. Pour la première fois, est

proposé un cadre formel, permettant de relier explicitement la structure des taux aux préférences

individuelles, à la consommation et à la production.

Ce cadre formel est intéressant à plus d’un titre. Premièrement, il offre un schéma théorique

d’interprétation de la structure des taux particulièrement riche. Deuxièmement, il est susceptible

d’être instancié sous la forme de modèlesexplicitesde structure par terme, c’est-à-dire de modèles

dans lesquels la hiérarchie des taux est donnée sous forme d’une équation, permettant de calculer

directement la valeur d’équilibre des taux d’intérêt, en fonction du terme et de paramètres exogènes

à l’économie. Ces paramètres exogènes concernent, d’une part, la structure de l’incertitude qui af-

fecte l’économie, et, d’autre part, les préférences individuelles. Dans le cadre de ce modèle, la

structure de l’incertitude désigne la nature des processus dynamiques qui gouvernent l’incertitude

sur la production, et sur la technologie. Les préférences sont, quant à elles, étroitement associées à

la forme de la fonction d’utilité de Von Neumann-Morgenstern des individus. De telles « solutions

fermées » permettent d’émettre des propositions testables, relatives à la forme et la dynamique de

la courbe des taux. Troisièmement, ce cadre formel permet, dans une certaine mesure, de réexam-

iner les théories « traditionnelles » de la structure des taux, apparues entre la fin des années trente

et la fin des années soixante. De ce fait, le modèle d’équilibre général a été à l’origine d’un profond

bouleversement au sein des théories de la structure des taux.

Pour toutes ces raisons, nous consacrons une part importante de cette thèse à l’examen du modèle

d’équilibre général de Cox, Ingersoll et Ross et de ses diverses implications.

Toutefois, dans l’optique d’une discussion concrète des effets du comportement rationnel en in-

certitude, un point nous laisse notablement insatisfait : dans le cadre du modèle de Cox, Ingersoll
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et Ross (construit dans l’optique de l’évaluation), cette discussion est soumise à l’obtention de

solutions fermées. Or, de telles solutions ne peuvent être obtenues qu’au prix d’une spécialisation

du modèle général,qui touche à la fois à la structure de l’incertitude et aux préférences individu-

elles. Les résultats obtenus sont difficiles à interpréter, parce qu’ils résultent de la combinaison

d’hypothèses structurelles et comportementales.

Il serait bien plus instructif d’étudier séparément l’influence de ces deux facteurs. L’étude du fac-

teur « préférences » consisterait à conserver des spécifications très générales pour l’environnement

économique, et à spécialiser les préférences de diverses façons (fonction d’utilité isoélastique, log-

arithmique, exponentielle,. . . ). Toutefois, cette perspective reste assez technique, et peu suscepti-

ble de fournir des résultats significatifs du point de vue de l’analyse de la structure des taux. Bien

plus intéressante est l’étude du facteur « incertitude ». Il s’agit ici d’adopter des préférences très

générales (par exemple, supposer uniquement que les agents ont de l’aversion pour le risque), et

d’examiner la structure des taux, en fonction de la nature de l’incertitude qui affecte l’économie,

et, corrélativement, des instruments mis à la disposition des individus afin qu’ils puissent gérer

au mieux cette incertitude. Discutant de l’incertitude, on peut comparer utilement les résultats

obtenus dans une économie d’échange et dans une économie de production. Dans une économie

d’échange, l’incertitude porte sur les dotations exogènes, et on peut relier la forme générale de la

structure des taux, aux propriétés de la distribution aléatoire de ces dotations au cours du temps.

Dans une économie de production, les aléas portent surl’efficacité des processus productifs, et on

peut alors évaluer, par comparaison, l’influence spécifique de l’incertitude technologique sur la

structure des taux.

Dans cette thèse, notre objectif ultime est d’analyser l’influence de l’aversion pour le risque sur

la hiérarchie des taux, en fonction de la structure de l’incertitude qui génère ce risque.

Ce faisant, nous nous référons à une littérature spécifique, notamment représentée par Woodward

(pour une analyse en économie d’échange) et Benninga et Protopapadakis (pour une analyse en

économie de production). Ces auteurs se placent dans le cadre d’une économie à trois dates (deux

périodes), peuplée d’agent ayant de l’aversion pour le risque, et étudient les conséquences sur

la structure des taux,à la date initiale, de l’incertitude qui plane sur la réalisation de l’état de

l’économie à la date intermédiaire. Il apparaît que ces conséquences sont très différentes selon que

la réalisation de cet état est susceptible, ou non, d’apporter une information supplémentaire sur

la réalisation de l’état à la date terminale, c’est-à-dire susceptible de conduire les agents àréviser

leurs anticipationssur l’avenir de l’économie. Ces modèles permettent d’associer à une économie,
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une forme particulière de structure des taux, en fonction de la nature des informations qui sont

susceptibles d’arriver sur les marchés. Les propositions issues de cette approche ont l’avantage

d’être particulièrement intuitives et concrètes.

Nous nous proposons, dans la cadre de cette thèse, d’analyser, et, dans une certaine mesure, de

compléter ces propositions. Pour ce faire, nous utilisons principalement deux notions : « l’effet

richesse » et « l’effet information ». Chacun de ces effets provient de la possible survenance d’un

type bien particulier de message sur les marchés : l’effet richesse résulte d’un message précisant

la situation économique présente, mais ne donnant aucune information sur l’avenir ; l’effet in-

formation résulte, quant à lui, de la révélation d’un indicateur avancé de la situation économique

future. Notre objectif est d’étudier ces deux effets, dans le cadre d’économies différenciées par

l’incertitude qui y règne, et par les instruments qui permettent de la gérer. Certains cas ont été

examinés de façon détaillée par Woodward ou Benninga et Protopapadakis, d’autres ont été juste

évoqués, enfin, d’autres encore n’ont pas été envisagés. Notre apport consistera(i) à exprimer

les résultats disponibles dans un cadre unifié,(ii) à vérifier formellement certaines propositions

non-démontrées, et à examiner de nouveaux cas,(iii) à mettre en rapport ces résultats avec les

théories traditionnelles de la structure des taux. Nous prenons le parti d’étudier systématiquement,

et de manière isolée, l’effet richesse et l’effet information, bien que ces deux effets agissent con-

jointement dans la réalité. Cette démarche analytique permet d’obtenir des résultats assez précis.

Nous tenterons d’associer, dans chaque type d’économie envisagé, chacun de ces deux effets à

une forme particulière de structure des taux (une courbe des taux « structurellement croissante »

ou « structurellement décroissante »).

D’un point de vue théorique, les limites de cette approche sont en grande partie celles de la

théorie standard. Les résultats obtenus sont tout simplement conditionnés par les hypothèses du

modèle d’équilibre général. En particulier, les marchés sont supposés parfaits (il n’y a donc pas

d’asymétrie d’information), et complets (tous les risques sont individuellement assurables). De

plus, les individus sont supposés totalement rationnels, et parfaitement identiques. Ce dernier point

renvoie à la fiction de l’individu représentatif, tant décriée. Bien entendu, ces contraintes seront

évoquées, mais une critique approfondie de ces hypothèses constitue un travail en soi, et ne rentre

pas dans la cadre de cette thèse. Nous renvoyons le lecteur intéressé à l’abondante littérature sur

le sujet.

Cette thèse est organisée de la façon suivante.
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Le premier chapitre traite des théories traditionnelles de la structure des taux. Nous étudions la

célèbre théorie des anticipations, la théorie de la prime de liquidité, de la segmentation et de

l’habitat préféré. Ces théories sont les premières à avoir considéré la hiérarchie des taux comme

un objet d’analyse à part entière. Elles développent un certain nombre d’intuitions, relatives au

rôle des anticipations et des préférences individuelles, qu’on retrouve dans les approches dites

« modernes ».

Les deux chapitres suivants sont consacrés à l’étude de deux modèles d’équilibre intertemporel de

la structure des taux. Ils se différencient par le concept d’équilibre employé : alors que le premier

invoque un équilibre défini par l’absence d’opportunité d’arbitrage (« l’équilibre d’arbitrage »), le

second exige l’égalité entre offres et demandes sur les marchés de biens et de titres (« l’équilibre

général »). Si les concepts d’équilibre utilisés sont forts différents, ces deux modèles n’en sont pas

moins parfaitement compatibles. Ils partagent les mêmes hypothèses de base (marchés parfaits,

anticipations rationnelles, . . . ), décrivent l’incertitude de la même façon (à l’aide devariables

d’état dont l’évolution dynamique est décrite par des processus aléatoires), et sont exprimés dans

un formalisme identique (le calcul stochastique). En réalité, le modèle d’équilibre économique

généralrecouvretotalement le modèle d’arbitrage, dans le sens où tous les résultats du dernier, se

retrouvent dans le premier. La présentation du modèle d’arbitrage est motivée par des considéra-

tions d’ordre pédagogique, mais, avant tout, par le souci de ne pas attribuer au modèle d’équilibre

général des résultats qui ne lui sont pas propres. Nous nous attachons, donc, à bien séparer ces

deux modèles, tout en adaptant les notations et la présentation des équations, de façon à faciliter

les comparaisons. Ce faisant, il devient alors possible d’évaluer l’apport spécifique d’une approche

« économique » de la structure des taux, relativement à une approche purement « financière ».

Cette présentationen miroir du modèle d’arbitrage et du modèle d’équilibre est originale. En ce

sens, nous nous démarquons des présentations classiques, comme celle de Choe [1986], et es-

pérons contribuer à faciliter la compréhension d’une littérature qui reste assez complexe, au moins

dans sa forme.

L’étude du modèle d’équilibre général intertemporel nous permet d’examiner des propositions très

générales, relatives à l’influence du comportement rationnel en incertitude sur les taux d’intérêt.

Pour obtenir des propositions plus concrètes, nous étudions dans un quatrième chapitre, un modèle

discret bipériodique, dans lequel la structure des taux dépend du contenu des messages suscepti-

bles de parvenir sur les marchés. Comment mesurer le risque lorsque les individus souhaitent

consommer à toutes les périodes futures ? Dans une économie d’échange, l’attente de la révéla-
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tion d’un indicateur avancé de la richesse future peut-elle conduire les agents ayant de l’aversion

pour le risque, à préférer certains bons ? Que ce passe-t-il, si, au contrainte, aucun indicateur n’est

susceptible de dissiper l’incertitude qui plane sur le futur ? Les réponses à ces questions sont-

elles perturbées par l’introduction de l’investissement productif ? Qu’apporte le remplacement des

aléas de dotation par des aléas technologiques ? Comment interpréter ces résultats, du point de

vue des théories traditionnelles de la structure des taux ? Le quatrième chapitre aborde toutes ces

questions.

Enfin, une conclusion générale dresse le bilan de cette recherche, et propose de possibles pro-

longements.

13
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Chapitre 1 : les théories traditionnelles

Section 1 Introduction

La structure par terme des taux d’intérêt acquiert le statut d’objet d’analyse à part entière vers la

fin des années trente, sous l’impulsion notable de Hicks [1939] et Lutz [1940]. La littérature con-

sacrée à ce sujet a ensuite crû de manière spectaculaire pendant plus de trois décennies, jusqu’à

élever la hiérarchie des taux au rang des problèmes majeurs de la théorie financière. Ces trente

années constituent « l’âge d’or » des théories traditionnelles de la structure des taux. Cette péri-

ode s’achève au début des années soixante-dix, sous l’effet de la généralisation progressive de

l’hypothèse des anticipations rationnelles. Cette hypothèse a notablement contribué à dissoudre

les théories traditionnelles dans un corpus théorique plus large, centré autour de la question de

l’efficience des marchés.

L’étude des théories traditionnelles permet de mieux comprendre un certain nombre d’intuitions

qui sous-tendent encore les approches « modernes » de la structure des taux. Deux facteurs fon-

damentaux sont avancés par ces théories. Le premier facteur, lié aux anticipations des investis-

seurs, procède du simple raisonnement suivant : pour constituer un portefeuille obligataire, un

investisseur s’intéresse aux rendements qu’il peut espérer obtenir dans l’avenir. Parce que ces

rendements dépendent de la valeur future des taux d’intérêt, il doit composer son portefeuille en

fonction de l’idée qu’il se fait de ces taux. Ce faisant, il contribue à la formation de la structure par

terme courante, et cette structure dépend donc des anticipations. Le deuxième facteur relève des

préférences individuelles. Si cet investisseur a de l’aversion pour le risque, il va se préoccuper de la

période de temps pendant laquelle ses fonds sont disponibles. De même, un emprunteur potentiel

va s’inquiéter de la durée du financement qu’il souhaite obtenir.

Ce chapitre, consacré à la présentation des théories traditionnelles, est organisé de la façon suiv-

ante. Suite à cette introduction, une section 2 présente un modèle très simple de structure des taux

en univers certain. L’intérêt de ce modèle tient au fait qu’il a fortement conditionné la méthodolo-

gie des théories traditionnelles. Dans une section 3, nous présentons ces approches. Dans une

section 4, nous examinons la confrontation de la théorie dominante avec l’hypothèse des anticipa-

tions rationnelles. Enfin, une section 5 clôt ce chapitre.
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Section 2 La structure des taux en univers certain

2.1 Introduction

Un univers peuplé d’agents est qualifié « d’univers certain » lorsque ceux-ci ont une parfaite con-

naissance du futur. Dans le cadre d’un modèle formalisé, cette hypothèse signifie que les agents

connaissent exactement les valeurs futures de toutes les variables prises en compte.

L’irréalisme de cette condition ôte quasiment toute pertinence aux résultats dérivés de ces modèles,

si bien que leur exposé même peut apparaître comme superflu. Sur ce point, et à propos de la

structure des taux en monde certain, Leroy [1982a, p.196] souligne que « Parce qu’en certitude, les

taux de rendement sur les bons (et sur tout autre actif) sont égaux sur des intervalles comparables

même lorsque les taux d’intérêt varient au cours du temps, les individus sont indifférents vis-à-vis

de la maturité des bons qu’ils émettent ou détiennent. En conséquence, il n’y a rien d’intéressant

à dire à propos de la relation entre des bons de maturité différente. »

Pourtant, dans le domaine de la structure des taux en particulier, les théories traditionnelles ont été

construites sur la base de résultats obtenus en univers certain. Chacune d’elles s’est, en fait, posi-

tionnée par rapport au processus consistant à introduire l’incertitude dans le modèle certain : cer-

taines ont affirmé qu’une telle transformation conservait l’essentiel des résultats, d’autres qu’elle

conduisait à les altérer significativement. Le modèle de structure par terme en univers certain

constitue un véritable « point de mire » pour les théories traditionnelles. En ce sens, son examen

permet de mieux comprendre leur démarche générale.

Nous présentons ci-après les hypothèses de base du modèle, examinons son principe de fonc-

tionnement, puis construisons un système d’équations exprimant directement la proposition cen-

trale de la théorie des taux en univers certain. Nous étudions ensuite un système équivalent, liant

de façon simple taux courts et taux longs. Enfin, nous analysons l’originalité du positionnement

théorique de ce modèle.

2.2 Cadre d’analyse et principe de fonctionnement

Le modèle de structure des taux en univers certain, exposé par Lutz [1940, pp.36–41], analyse les

conséquences du comportement d’agents rationnels opérant sur un marché de titres simplifiés.
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Une première hypothèse fixe les caractéristiques des actifs échangés. Ces actifs sont des obliga-

tions sans coupon, supports naturels des taux d’intérêt.

Hypothèse 1 Les titres échangés sont des obligations sans coupon, rembourséesin fine, de valeur

faciale unitaire, et de maturité1, 2, . . . , N périodes. Ces titres ne se différencient que par leur

durée de vie respective et leur taux de rendement.1

Les flux financiers générés par ces obligations sont on ne peut plus simples : une obligation de

maturitén en t (on dira aussid’échéancet + n) procure à son détenteur une unité monétaire en

t + n.

Le taux de rendementà l’instantt d’un titre de maturitén, notéR
(n)
t , représente letaux d’intérêt

à n périodesen t.2 Le termeR
(n)
t est défini comme le taux d’actualisation qui permet d’égaliser

la valeur actuelle du flux financier généré (une unité ent + n) au cours du titre, notéP (n)
t :

P
(n)
t ≡ 1(

1 + R
(n)
t

)n (2.1)

Plus intuitivement,R(n)
t s’interprète comme le taux d’une opération d’investissement renouvelé

(un « roll over ») sur n périodes. Considérant qu’une unité monétaire permet d’acquérir1/P
(n)
t

bons de maturitén à l’instantt, l’équation (2.1) montre que cet investissement rapportera
(
1 + R

(n)
t

)n

unités ent + n, soit l’équivalent d’un investissement renouvelé à chaque période, au tauxR
(n)
t .

Pourn = 1, le taux de rendement est appelé « taux court », et est noté indifféremmentR
(1)
t ou rt.

L’ensemble{R(n)
t , n = 1, 2, . . . , N} définit lastructure par terme des taux d’intérêtà l’instantt.

La structure des taux à un instantt donné peut être représentée à l’aide d’un graphique comme

celui du schéma n◦1. En abscisse de ce graphique, on porte la maturitén des bons sans coupon.

En ordonnée, on lit leur taux de rendementR
(n)
t . Pour une maturité unitaire, ce taux est le taux

courtrt.

Une deuxième hypothèse caractérise le marché sur lequel sont négociés ces titres.

1Afin de se concentrer sur les problèmes théoriques, nous ne prendrons pas en compte la présence d’éventuels
coupons. Ces paiements intermédiaires, versés avant échéance, compliquent singulièrement l’analyse (voir, par exem-
ple, Shiller [1979], Shiller, Campbell et Schoenholtz [1983], ou Artus [1987]).

Traitant d’obligations sans coupon, on parlera indifféremment dedurée(au sens de Macaulay [1938]) ou dematurité.

2Le « taux de rendement » constitue la traduction la plus simple du terme anglo-saxonyield to maturity. Dans la
littérature, on trouvera également « taux de rendement jusqu’à maturité », « taux de rendement interne », ou encore
« taux de rendement actuel (ou actuariel) ».
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6
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d’intérêt
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0

r

1

rt
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R
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r
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R
(n)
t

r
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Schéma n◦1 : Une structure par terme des taux d’intérêt en temps discret.

Hypothèse 2 Le marché considéré est de type walrassien. Il n’existe aucune taxe ni coût de

transaction. Le risque de non-remboursement (ourisque de défaut) est supposé nul, et le marché

n’impose aucune restriction sur les ventes à découvert.

Sur ce marché sans friction, l’investissement financier est donc parfaitement mobile entre les titres

de durée de vie différente. Une troisième hypothèse explicite le comportement des acteurs.

Hypothèse 3 Les acteurs de ce marché sont des prêteurs et des emprunteurs, rationnels et insa-

tiables. Chaque prêteur (emprunteur) est caractérisé par l’intervalle de temps pendant lequel il

souhaite prêter (emprunter), et le montant qu’il souhaite prêter (emprunter).

Ces trois premières hypothèses constituent une base commune aux théories traditionnelles de la

structure des taux.

Une dernière hypothèse, spécifique au modèle en univers certain, confère aux agents des qualités

proprement surnaturelles.

Hypothèse 4 Les agents ont une connaissance parfaite des taux passés, présents et futurs, c’est-

à-dire desR(n)
t , ∀n = 1, . . . , N , et∀t.3

3Contrairement aux apparences, cette hypothèse n’est pas de nature comportementale. En effet, dans le cadre d’un
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Les agents évoluent donc dans un univers totalement dénué d’incertitude. À l’instantt, ils vont ex-

aminer les coursP (1)
t , . . . , P

(N)
t affichés par le marché. Compte tenu de leur parfaite connaissance

du futur, ils peuvent réagir à cette structure des prix en vendant ou achetant des titres, provoquant

ainsi en retour une modification des cours.

Ce processus converge vers un équilibre, caractérisé par l’égalité du rendement de toutes les straté-

gies d’investissement sur un intervalle de temps donné.4 Cela signifie qu’à l’équilibre, un prêteur

disposant ent de fonds pourn périodes, obtiendra un rendement donné, quelle que soit la maturité

des bons qui constituent son portefeuille entre les instantst et t + n.

Un exemple élémentaire permet de comprendre l’origine de ce résultat. Imaginons que les prix

affichés par le marché à l’instantt sont tels que

(
1 + R

(2)
t

)2
<

(
1 + R

(1)
t

) (
1 + R

(1)
t+1

)
, (2.2)

oùR
(1)
t+1 est par hypothèse connu ent. Cette relation indique qu’il est moins intéressant de placer

une somme donnée dans l’achat de bons à deux périodes détenus jusqu’à maturité, que d’investir

cette même somme en bons à une période, puis de renouveler son investissement en achetant de

nouveau des bons de maturité unitaire. Une telle situation révèle l’existence d’une opportunité

d’arbitrage, c’est-à-dire d’une stratégie conduisant de façon certaine à un gain net strictement

positif.

Pour profiter de cette opportunité, il faut vendre des bons à deux périodes et acheter des bons à

une période. Ainsi, à l’instantt, la vente d’un bon à deux périodes permet d’obtenirP
(2)
t unités

monétaires, somme qui permet d’acquérir immédiatementP
(2)
t /P

(1)
t bons à une période. Ent +

1, lorsque ces bons seront remboursés, lesP
(2)
t /P

(1)
t unités obtenues pourront être réinvesties

dansP (2)
t /

(
P

(1)
t P

(1)
t+1

)
bons à une période, qui, eux-mêmes, rendrontP

(2)
t /

(
P

(1)
t P

(1)
t+1

)
unités au

moment de leur échéance. Compte tenu des prix affichés, cette somme est strictement supérieure à

l’unité, c’est-à-dire supérieure au montant du principal qu’il faudra rembourser au même moment

sur le titre initialement vendu. On note que cette stratégie ne nécessite aucun apport personnel, si

modèle stochastique non-dégénéré, les valeurs futures des grandeurs aléatoires qui le caractérisent ne peuvent être
connues avec une probabilité unitaire. Ainsi, la « connaissance exacte des taux futurs » implique la dégénérescence de
leur loi de distribution, et, par là même, impose le caractère non-aléatoire du monde décrit.

Cette ambiguïté est très présente chez Lutz [1940, 1951], qui identifie « connaissance exacte du futur » et « prévisions
parfaites ». Cette dernière notion fait explicitement référence aux capacités cognitives des agents.

4D’après la relation de définition (2.1), cet équilibre peut être exprimé indifféremment en terme de prix ou en terme
de taux.
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bien qu’elle représente une source de profits potentiellement infinie.

Mais, parce que « l’arbitrage tue l’arbitrage », cette source doit se tarir d’elle-même : la croissance

de l’offre de titres à deux périodes provoque une diminution deP
(2)
t , et donc une augmentation de

R
(2)
t . De même, la croissance de la demande de titres à une période induit une diminution deR

(1)
t .

Ce mouvement se poursuivra jusqu’à complète disparition de l’opportunité d’arbitrage, c’est-à-

dire jusqu’à ce que le marché affiche des tauxR
(1)
t etR(2)

t tels que

(
1 + R

(2)
t

)2
=

(
1 + R

(1)
t

) (
1 + R

(1)
t+1

)
. (2.3)

Cet exemple illustre le processus qui conduit à l’égalisation du rendement de deux stratégies par-

ticulières, sur un intervalle de temps de longueur 2. Un raisonnement identique, reproduit pour

toutes les stratégies possibles et pour toutn = 1, . . . , N , conduit à admettre l’identité du rende-

ment de ces stratégies sur un intervalle de temps donné.

2.3 Équations d’équilibre

Cette dernière proposition définit de la manière la plus générale qui soit les conditions d’équilibre

du modèle en univers certain. Ces conditions, exprimées sous forme d’équations, permettent d’exhiber

des contraintes surR(1)
t , . . . , R

(N)
t , qui conditionnent la forme et la dynamique de la structure des

taux. Pour obtenir ces équations, il faut examiner l’éventail des stratégies d’investissement possi-

bles sur un intervalle de temps fixé.

D’une manière générale, la stratégie globale d’un investisseur disposant ent de fonds pourn péri-

odes se construit à partir des trois stratégies de base suivantes (voir schéma n◦2) :

1. acheter ent des titres de maturitém1 = n, dont la date d’échéance correspond exactement

à la fin de la période de disponibilité de ses fonds(t + n) ;

2. acheter ent des titres de maturitém2 < n, attendre l’échéance(t + m2) puis renouveler

son investissement sur la période restante, c’est-à-dire entret + m2 et t + n ;

3. acheter ent des titres de maturitém3 < n, et les revendre ent + d, avant qu’ils n’arrivent

à échéance, puis renouveler l’investissement entret + d et t + n si les fonds sont encore

disponibles (c’est-à-dire sid 6= n).
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-tempst t + n

n périodes︷ ︸︸ ︷

1 :

m1 = n périodes︷ ︸︸ ︷

achat échéance

2 :

m2 < n périodes︷ ︸︸ ︷

achat échéance

3 :

m3 < n périodes︷ ︸︸ ︷

achat vente
avant échéance

Schéma n◦2 : Les stratégies de base d’investissement sur une période de longueurn.

À l’évidence, les stratégies de base 2 et 3 introduisent une récurrence qui fait croître rapidement

le nombre total de possibilités lorsque la période de disponibilité s’allonge.

Pour construire les équations correspondant à ces stratégies, il suffit de raisonner à partir des

seules possibilités offertes à un investisseur détenant un bon : celui-ci peut soit détenir le titre

jusqu’à échéance, soit le revendre avant son terme. Appelons « opération de base » cette opération

qui consiste à détenir un bon pendant un certain laps de temps. Une stratégie d’investissement sur

un intervalle de temps [t, t + n] peut s’analyser comme une succession deK opérations de base,

indicées par0, . . . , K − 1, avec1 ≤ K ≤ n.

Soit ti la date de mise en œuvre de l’opérationi. Cette opération se termine enti+1 > ti. Elle

consiste à détenir pendantdi périodes un bon de maturitéTi, où di ≡ ti+1 − ti et Ti ≥ di (voir

schéma n◦3). De plus, la première opération débute à l’instantt0 = t, et la dernière se termine à

l’instant tK = t + n.

Il est possible d’exprimer très simplement le rendement de l’opération de base indicée pari, en
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-tempsti ti+1

ti+1 − ti = di périodes︷ ︸︸ ︷

Ti ≥ di périodes︷ ︸︸ ︷

achat au prix

P
(Ti)
ti

revente au prix

P
(Ti−di)
ti+1

Schéma n◦3 : Détail d’une opération de base dans une stratégie d’investissement

utilisant la notion detaux de rendement surn périodes.5 Le taux de rendement ent, surn périodes,

d’une obligation de maturitém (avecm > n), est notéH̃(m)
t,t+n. Il est défini comme le taux de

rendement interne d’une opération qui consiste à acheter ent un bon de maturitém (donc au

prix P
(m)
t ), puis à la revendren périodes plus tard. À cet instant, la maturité du bon initialement

acheté s’est réduite àm− n, si bien que son prix de marché seraP
(m−n)
t+n .

Dans le cas d’obligations sans coupon, le taux de rendement surn périodes est tel que :

(
1 + H̃

(m)
t,t+n

)n ≡
(
1 + R

(m)
t

)m

(
1 + R̃

(m−n)
t+n

)m−n . (2.4)

L’équation (2.4) permet d’exprimer le rendement des opérations de base qui forment une stratégie

complexe d’investissement surn périodes. Ayant engagé une unité monétaire dans l’opération de

base indicée pari, l’investisseur obtiendra un rendement égal à

(
1 + H̃

(Ti)
ti,ti+1

)di
=

P
(Ti−di)
ti+1

P
(Ti)
ti

. (2.5)

Puisque le rendement d’une opération de base est toujours réinvesti, la somme obtenue au terme

de la stratégie composée desK opérations de base s’exprime finalement comme le produit de leur

5Dans la littérature anglo-saxonne, l’expression correspondante est« n-period holding yield ».
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rendement. La formule donnant toutes les équations d’équilibre du modèle en univers certain peut

donc s’écrire, à l’instantt :

P
(T0−d0)
t1

P
(T0)
t0

× P
(T1−d1)
t2

P
(T1)
t1

× · · · × P
(TK−1−dK−1)
tK

P
(TK−1)
tK−1

= Π(tK−t0)
t0 ∀t0, tK . (2.6)

Dans cette équation,Π(tK−t0)
t0 représente un terme indépendant du nombreK d’opérations de

base, des périodes de réinvestissement,t1, . . . , tK−1, et de la maturité des bons sélectionnés,

T0, . . . , TK−1.

Le système d’équations (2.6) constitue une traduction littérale de la proposition centrale du modèle

de structure par terme des taux d’intérêt en univers certain : le rendement d’un investissement sur

n périodes ne dépend pas de la stratégie sélectionnée.6

Du point de vue de l’investisseur, les conséquences de (2.6) sont immédiates : disposant ent

de fonds pourn périodes, il ne peut s’attendre à obtenir un rendement différent deΠ(n)
t , quelle

que soit la composition de son portefeuille sur cet intervalle de temps. Ainsi, il ne peut être que

totalement indifférent vis-à-vis de la maturité des titres qui s’offrent à lui. Dans ces conditions, les

prêteurs et emprunteurs de fonds doivent considérer que les bons de maturité différentes sont de

parfaits substituts.

2.4 Contraintes sur la structure des taux

Les contraintes qui pèsent sur la hiérarchie des taux peuvent être extraites du modèle précédent, à

partir d’une formulation alternative des conditions d’équilibre.

Considérons à nouveau un investisseur disposant ent de fonds pourn périodes. À l’équilibre,

toutes les stratégies qui s’offrent à lui doivent nécessairement lui procurer le même rendement.

C’est le cas, en particulier, des deux stratégies « limites » suivantes :

1. placer à l’instantt tous ses fonds dans des obligations de maturitén. Par unité engagée, cet

investissement en bons « longs » rapporte
(
1 + R

(n)
t

)n
.

6Le rendement peut bien entendu varier avec la longueur de la période considérée. Le système (2.6) n’implique pas
Π

(n)
t = Π

(m)
t pourn 6= m.
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2. placer à l’instantt tous ses fonds dans des obligations de maturité unitaire, au tauxrt. Réin-

vestir la somme obtenue ent + 1 dans des obligations de même maturité, au tauxrt+1, et

ainsi de suite jusqu’à la fin de la période de disponibilité. Par unité engagée, cet investisse-

ment renouvelé en bons « courts » rapporte(1 + rt) (1 + rt+1) . . . (1 + rt+n−1).

L’égalité du rendement de ces deux stratégies s’écrit donc :

(
1 + R

(n)
t

)n
= (1 + rt) (1 + rt+1) . . . (1 + rt+n−1) , ∀t,∀n (2.7)

Ainsi, à l’équilibre, un taux long est une moyenne géométrique du taux court présent et des taux

courts futurs.7

En fait, c’est autour de cette proposition — et de sa formulation en univers incertain — que

s’organise principalement les analyses des théories traditionnelles de la structure des taux.

2.5 Un positionnement théorique original

L’aspect le plus frappant de ce modèle de structure des taux réside dans le fait qu’il semble être to-

talement autonome par rapport aux théories traditionnelles de l’intérêt. Pour démontrer ses propo-

sitions, Lutz n’a eu, à aucun moment, besoin de faire appel aux arguments couramment utilisés par

ces théories, comme la préférence pour le présent, la préférence pour la liquidité, ou le taux de ren-

dement du capital productif. Pourtant, la structure des taux comporte au moins un taux d’intérêt,

et ne peut donc être absolument sans rapport avec les théories de l’intérêt.

En réalité, l’originalité du positionnement théorique du modèle de Lutz tient en ce qu’il présente

le problème de la structure des taux comme étant parfaitement indépendant du problème d’un taux

unique.

L’équation d’équilibre (2.7) peut être utilisée afin d’expliciter cette position. Elle permet, en parti-

culier, d’écrire

(
1 + R

(n)
t

)n
=

(
1 + R

(n−1)
t

)n−1
(1 + rt+n−1) , (2.8)

7On montre facilement que cette dernière équation, pourtant beaucoup plus simple que l’équation générale (2.6), est
en fait strictement équivalente.
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soit encore

(
1 + R

(n)
t

)n

(
1 + R

(n−1)
t

)n−1 = (1 + rt+n−1) . (2.9)

Le membre gauche de (2.9) peut s’interpréter comme une mesure duniveau relatifde deux taux

adjacents de la structure par terme. Ceci permet de présenter les conditions d’équilibre du modèle

en univers certain sous la forme du système d’équations suivant :





(
1 + R

(2)
t

)2
/
(
1 + R

(1)
t

)
= (1 + rt+1)(

1 + R
(3)
t

)3
/
(
1 + R

(2)
t

)2
= (1 + rt+2)

...(
1 + R

(N)
t

)N
/
(
1 + R

(N−1)
t

)N−1
= (1 + rt+N−1)

(2.10)

où les membres de gauche regroupent lesN taux de la structure à l’instantt — exprimés en taux

relatifs — et les membres de droite lesN − 1 taux courts futurs,supposés connus ent. Il s’agit

d’un système deN − 1 équations àN inconnues.

L’écriture (2.10) montre clairement que la théorie en univers certain est purement une théorie de

la hiérarchie des taux d’intérêt : la donnée des taux courts futurs (membres de droite) permet de

déterminer les niveaux relatifs des taux de la structure courante (membres de gauche), mais ne

donne aucune information sur le niveau absolu auquel se situe cette structure.

Pour obtenir cette information, il est nécessaire et suffisant de connaître le niveau absolude l’un

quelconque des taux courants. Connaissant par exempleR(n)
t , le n-ième taux de la structure, il

suffit d’appliquer de façon récursive deux équations de récurrence tirées de (2.8). La première,

1 + R
(n+1)
t =

[(
1 + R

(n)
t

)n
(1 + rt+n)

] 1
n+1

, (2.11)

permet de déterminer les taux « à droite » :R
(n+1)
t , . . . , R

(N)
t . La seconde,

1 + R
(n−1)
t =




(
1 + R

(n)
t

)n

(1 + rt+n−1)




1
n−1

, (2.12)

permet de déterminer les taux « à gauche » :R
(n−1)
t , R

(n−2)
t , . . . , R

(1)
t .
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Le modèle en univers certain est ainsi fondé sur l’affirmation d’une indépendance totale entre

niveauetstructuredes taux.

2.6 Conclusion

Le modèle de structure des taux présenté dans cette section est parfaitement cohérent, mais n’est

évidement pas réaliste. Sa fonction est de fournir un cadre méthodologique propice au développe-

ment d’une théorie originale de la structure des taux en univers incertain.

Utilisant un simple principe d’arbitrage, la théorie en univers certain énonce que la structure des

taux doit être telle que le rendement obtenu au terme d’un investissement en obligations, sur une

période de temps donnée, soit indépendant de la composition du portefeuille détenu. Dans ces

conditions, un taux long est simplement égal à une moyenne géométrique du taux court présent et

des taux courts futurs. Comme nous l’avons vu, cette contrainte détermine parfaitement le niveau

relatif des taux entre eux, mais ne dit rien sur leur niveau absolu. De ce fait, ce modèle promeut im-

plicitement une « division du travail » au sein des théories traitant du phénomène de l’intérêt. Les

théories de l’intérêt sont, en quelque sorte, chargées d’expliquer le niveau d’un unique taux (par ex-

emple, le taux court), et les théories de la structure des taux s’occupent des relations hiérarchiques

entre une multiplicité de taux. Ce faisant, le modèle en univers certain consacre la naissance d’un

champ théorique à part entière.
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Section 3 Les premières théories de la structure des taux en univers
incertain

3.1 Introduction

Suite aux travaux de Hicks et de Lutz à la fin des années trente, une littérature spécifiquement

consacrée au problème de la hiérarchie des taux va progressivement se développer, jusqu’à de-

venir presque pléthore dans les années soixante. Cet âge d’or des théories de la structure des taux

coïncide avec l’autonomie de son champ d’analyse, consacrée par le modèle en univers certain.

Ceci explique la méthodologie générale adoptée (plus ou moins implicitement) par ces approches,

consistant àintroduire de l’incertitude dans ce modèle, et à se prononcer quant aux perturbations

induites sur les résultats originaux.

Nous étudions dans cette section les principaux courants théoriques qui ont marqué la littérature

de ces années.

3.2 La théorie des anticipations

La théorie des anticipations propose purement et simplement de « transposer » les résultats du

modèle précédent en univers incertain, sans en modifier fondamentalement le contenu. Nous

analysons une approche « naïve », consistant simplement à remplacer, dans les équations du mod-

èle en univers certain, chaque taux futur par une prévision. Ce faisant, la théorie des anticipations

affirme que les anticipations formées par les opérateurs du marché des obligations constituent

l’unique facteur déterminant de la hiérarchie des taux d’intérêt.8

3.2.1 Une formulation « naïve »

Pour Lutz [1940], Meiselman [1962] et Malkiel [1966], la théorie des anticipations est obtenue en

remplaçant l’hypothèse 4 du modèle en univers certain par

Hypothèse 4’ Les agents sont neutres vis-à-vis du risque.

8En toute rigueur, la proposition selon laquelle les prévisions des investisseurs conditionnent la physionomie
courante de la structure des taux ne peut être attribuée aux fondateurs « officiels » de la théorie des anticipations.
On trouve une intuition identique dans Fisher [1896, pp.23–29, 88–92, et 1930, p.70].
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et en ajoutant

Hypothèse 5 Les agents ont des anticipations homogènes.

AppelonseR
(m)
t,t+n une anticipation, formée ent, à propos de la valeur dẽR(m)

t+n (c’est-à-dire du

taux àm périodes dansn périodes), etert,t+n une anticipation ent de r̃t+n.

Les équations d’équilibre sont obtenues selon le principe suivant. Imaginons que les tauxR
(1)
t ,

R
(2)
t affichés par le marché, ainsi que l’anticipationeR

(1)
t,t+1 d’un agent quant au taux court de la

période suivante, soient tels que

(
1 + R

(2)
t

)2
<

(
1 + R

(1)
t

) (
1 + eR

(1)
t,t+1

)
. (3.1)

D’après l’hypothèse 4’, cet agent ne se préoccupe pas du caractère risqué de l’opération d’investissement

renouvelé. La relation (3.1) l’incite donc à vendre des titres à deux périodes pour se porter ac-

quéreur de titres courts. L’hypothèse 5 indique que tous les agents agiront dans le même sens,

ce qui conduit sans ambiguïté à une baisse du taux court et une hausse du taux à deux périodes,

jusqu’à égalisation du taux de rendement des deux stratégies d’investissement.

Cet exemple montre bien que ce modèle fonctionne de la même façon que sa version en univers

certain, c’est-à-dire sur la base de mécanismes d’arbitrage. Le résultat principal est donc tout à fait

similaire : sur un intervalle de temps donné, le rendementespéréde toute stratégie d’investissement

est identique, et ceci pour tout intervalle de temps.

Les équations d’équilibre du modèle sont obtenues en remplaçant simplement dans les équations

du modèle précédent chaque taux futur par son anticipation. Deux formulations particulièrement

intéressantes ont été proposées dans la littérature.

En premier lieu, l’équation (2.7) se transforme en

(
1 + R

(n)
t

)n
= (1 + rt) (1 + ert,t+1) · · · (1 + ert,t+n−1) . (3.2)

Elle indique qu’un taux long est une moyenne géométrique du taux court actuel et des taux courts

anticipés.
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En second lieu, on peut exprimer la théorie des anticipations à l’aide de la notion detaux à terme

implicite. Cette notion est basée sur l’idée qu’il est possible de construire, à un instant donné, un

portefeuille d’obligations qui permet de déterminer, à l’avance, le taux de rendement interne d’un

prêt sur une période quelconque future. Pour fixer à l’instantt le taux d’un prêt de duréem en

t+n, on procède de la façon suivante : on achète un bon d’échéancet+n+m, de prixP
(n+m)
t , et

on vend au même momentP
(n+m)
t /P

(n)
t bons d’échéancet + n, de prix unitaireP (n)

t . Le produit

de cette vente compense exactement la dépense liée à l’achat du bon de maturitén + m. Les

flux engendrés par ce portefeuille seront les suivants : ent+n, il faudra rembourserP (n+m)
t /P

(n)
t

francs sur les bons vendus, et on recevra ent+n+m francs du bon acheté. Au total, on a construit

à l’instantt un bon fictif, de maturitém en t + n, et de prixP
(n+m)
t /P

(n)
t . Si F (m)

t,t+n désigne le

taux de rendement interne de cette obligation fictive, on a donc

(
1 + F

(m)
t,t+n

)m ≡
(
1 + R

(n+m)
t

)n+m

(
1 + R

(n)
t

)n . (3.3)

Pourm = 1, on noteraFt,t+n ≡ F
(1)
t,t+n. Pour toutn et m, les taux à terme implicitesF (m)

t,t+n sont

simplementcalculésà partir de la structure des taux à l’instantt.9

En comparant cette équation avec (3.2) écrite sous la forme

(
1 + eR

(m)
t,t+n

)m
=

(
1 + R

(n+m)
t

)n+m

(
1 + R

(n)
t

)n , (3.4)

on voit que la théorie des anticipations affirme que

eR
(m)
t,t+n = F

(m)
t,t+n, (3.5)

c’est-à-dire qu’il existe une parfaite identité entre les anticipations des investisseurs concernant les

taux futurs, et les taux à terme implicites correspondants.

La formule (3.2) permet d’associer à un ensemble d’anticipations une forme particulière de struc-

ture des taux. On retiendra notamment les cas typiques suivants :

9La formule (3.3) est de Keynes [1936, chapitre 13].
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• si les agents n’anticipent aucune variation du taux court dans l’avenir, la structure des taux

est plate et se situe au niveau du taux court actuel ;

• si les agents anticipent une hausse (baisse) entretenue du taux court, la courbe des taux est

ascendante (descendante) ;

• si les agents anticipent une hausse puis une baisse du taux court, on obtient une courbe « en

cloche ».

De plus, on remarque qu’une simple procédure récursive permet de faire le chemin inverse : con-

statant une structure des taux à un instant donné, on peut déduire un ensemble unique d’anticipations

de taux courts. La formule (3.4) permet de calculer les anticipations du marché quant à l’évolution

future de la structure des taux, à partir de la structure courante{R(1)
t , . . . , R

(N)
t }. On voit qu’une

courbe plate témoigne d’anticipations de maintient du taux court à son niveau actuel, une courbe

ascendante (descendante) révèle des anticipations haussières (baissière),etc.

La théorie des anticipations propose donc un schéma d’interprétation très simple, fondé exclusive-

ment sur les prévisions des investisseurs.

3.2.2 Théorie des anticipations et arbitrage

À l’aide des hypothèses 4’ et 5, la théorie des anticipations réussit, semble-t-il, à transposer en

univers aléatoire le modèle en univers certain, tout en conservant, presque à l’identique, l’ensemble

de ses résultats. Toutefois, on peut légitimement s’interroger sur la place qui est faite à l’incertitude

dans ce modèle.

Formellement, la transposition du modèle en univers incertain conduit à remplacer toutes les vari-

ables futures par des variables aléatoires.10 L’incertitude est alors liée au caractère stochastique de

ces variables, qui, même si leur loi de probabilité est parfaitement connue, impose une probabilité

d’erreur de prévision ponctuelle non-nulle.

Pour réaliser cette transposition, il est nécessaire de se poser les deux questions suivantes :

1. De quelle façon les agents perçoivent-ils l’incertitude ?

10On élimine bien sûr le cas des variables aléatoires certaines, qui prennent une seule valeur, avec une probabilité
unitaire.
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2. Comment les agents réagissent-ils à cette incertitude ?

La première question fait référence à la connaissance qu’ont les agents du monde stochastique

qui les entoure, c’est-à-dire des densités de probabilité (conditionnelles ou non) des variables

aléatoires qui le caractérise. La seconde question concerne l’évaluation, éventuellement monétaire,

de l’incertitude par les agents, comme guide de leurs actions.

La théorie des anticipations évite la critique directe liée à l’utilisation de l’hypothèse de prévi-

sions parfaites, en reconnaissant la possibilité d’erreurs de prévision. Elle répond en fait aux deux

questions ci-dessus de la façon suivante :

1. les agents sont conscients de l’incertitude, et la perçoivent d’une manière quelconque ;

2. quelle que soit l’incertitude perçue, les agents ne réagissent pas. En d’autres termes, la

possibilité d’erreurs de prévision ne modifie pas leur comportement.

Dans le cadre de ce modèle, il est donc indifférent pour un agent d’effectuer une opération risquée

(une série d’achats de titres courts) et une opération non-risquée (l’achat d’un titre de maturité

exactement égale à la période de disponibilité de ses fonds).

Mais supposer que l’incertitude est négligée par les agents, dans le cadre de modèles qui trait-

ent essentiellement de comportements individuels, peut être considéré comme une acrobatie in-

tellectuelle. Introduire l’incertitude (par 1 ci-dessus) pour neutraliser immédiatement ses con-

séquences théoriques fondamentales (par 2) revient à faire un pas en avant suivi d’un pas en

arrière. Ceci laisse à penser que l’hypothèse de neutralité vis-à-vis du risque ne peut en aucun

cas être considérée comme utile pour la réinterprétation des modèles certains en univers stochas-

tique.

En fait, il semble que la théorie des anticipations ait simplement cherché à affirmer son autonomie

vis-à-vis des théories de l’intérêt. Pour ce faire, il lui a fallu « importer » du modèle en univers cer-

tain le mécanisme essentiel qui avait permis de fonder cette autonomie, à savoirl’arbitrage. Dans

cette optique, l’hypothèse de neutralité ainsi que l’hypothèse d’homogénéité des anticipations sont

perçues comme des vecteurs de cette importation.

Parce que l’axiome de non-satiété suffit à justifier son utilisation, le mécanisme d’arbitrage per-

met de rejeter en dehors du champ d’analyse les racines véritablement économiques des com-
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portements individuels : l’appât du gain est la seule caractéristique comportementale individuelle

nécessaire à l’obtention des résultats énoncés par la théorie des anticipations.

À première vue, cette conclusion semble entrer en contradiction avec la troisième hypothèse du

modèle (voir page 18), qui confère à chacun des acteurs une motivation économique précise : prê-

teurs ou emprunteurs, les agents se présentent sur le marché pour investir ou lever une certaine

somme, pour une période de temps donnée. Chacun d’eux se comporte donc comme un consom-

mateur, soucieux de gérer sa consommation prévisionnelle, ou comme un producteur, désirant

financer un processus productif, ou encore comme tout autre acteur jouant un rôle économique

bien identifié.

Toutefois, ces caractéristiques ne contribuent en aucune manière au processus de convergence

vers l’équilibre, et, par voie de conséquence, l’équilibre défini par (3.2) ne dépend absolument pas

d’elles.11 En fait, les motivations des acteurs sont uniquement utilisées pourinterpréterla situation

obtenue :étant donnéle système d’équations (3.2), un prêteur (un emprunteur), désirant prêter

(emprunter) des fonds surn périodes, recevra (paiera) un rendement égal àΠ(n)
t , indépendamment

de la stratégie qu’il mettra en œuvre. L’équilibre défini par la théorie des anticipations résulte donc

de l’activité d’arbitragistes,anonymes et totalement indifférenciés.

Mais, si l’arbitrage permet à la théorie des anticipations d’asseoir son autonomie, il n’en reste pas

moins qu’elle tente d’appliquer à des variables aléatoires un principe de raisonnement construit

pour être uniquement appliqué à des variables déterministes. Pour cette raison, on peut douter de

sa pertinence.

Ces réflexions appellent une théorie capable de prendre en compte les conséquences spécifiques

de l’incertitude.

3.3 La théorie de la prime de liquidité

Hicks [1939] a été le premier à proposer une théorie achevée de la structure des taux dans un

monde peuplé d’agents non-indifférents vis-à-vis du risque. Son analyse est, fondamentalement,

11L’égalisation du rendement des stratégies de « longueur »n a parfois été présentée comme le résultat d’un processus
de réallocation de portefeuille, opéré par des investisseurs disposant de fonds pourn périodes. Pourtant, rien ne permet
de justifier que ces investisseurs soient plus concernés que d’autres par des opportunités d’arbitrage surn périodes. En
conséquence, cette intrusion artificielle des périodes de disponibilité dans le processus de convergence vers l’équilibre
s’évanouit d’elle-même dès l’écriture de la solution du modèle.
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une application de la théorie du déport normal keynésien au problème de la structure des taux.

Après avoir exposé la théorie du déport normal, nous examinons les concepts de « risque en capi-

tal » et de « risque en revenu ». Sur ces bases, nous présentons alors le modèle de Hicks.

3.3.1 La théorie du déport normal

Le déport normalest un concept issu de la théorie keynésienne (voir, en particulier, Keynes [1930,

pp.142–144]). Il représente la différence, constatée à un moment donné, entre le prix au comptant

et le prix à terme d’une marchandise, lorsque les agents économiques s’attendent à ce que les

conditions de l’offre et de la demande restent inchangées. Cette différence est considérée comme

normalement positive : en l’absence de prévisions haussières ou baissières, le prix à terme sera

toujours inférieur au prix au comptant.

Le montant de ce déport s’explique par le comportement de deux catégories d’agents :

• les entrepreneurs, qui sont davantage préoccupés par l’incertitude des ventes que par l’incertitude

de leurs approvisionnements. D’après la théorie, ce comportement est lié au caractère dif-

ficilement réversible des investissements industriels : « Les conditions techniques laissent à

l’entrepreneur une bien plus grande liberté d’action, en ce qui concerne l’acquisition de fac-

teurs de production, destinés principalement à lancer de nouvelles fabrications, que lorsqu’il

s’agit de terminer une production, quand le processus de production (au sens industriel) est

déjà engagé. » (Hicks [1939]). Ceux-ci sont donc plus enclins à se couvrir par des ventes à

terme que par des achats à terme.

Le marché à terme de marchandises est donc caractérisé par une « faiblesse constitution-

nelle » de la demande, qui place potentiellement son prix d’équilibre en dessous du prix au

comptant ;

• les spéculateurs, qui peuvent profiter de cet écart de prix en achetant à terme et en revendant

ensuite au comptant (on suppose qu’ils n’anticipent aucun changement sur le marché au

comptant). Ces opérations tendent à faire remonter le prix à terme, jusqu’au point où le

profit escompté ne justifie plus le risque qu’ils prennent, lié aux variations possibles des

prix au comptant.

Au total, la différence entre le prix au comptant et le prix à terme représente donc, en situation
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« normale », le montant que les entrepreneurs (qui souhaitent se couvrir) doivent verser aux spécu-

lateurs afin qu’ils acceptent de s’exposer au risque de fluctuation des prix. Ce montant est appelé

le déport normal.

3.3.2 La prime de liquidité

Pour Hicks, cette analyse peut être transposée au marché à terme du crédit (voir essentiellement

Hicks [1939, chapitre 11]). Des comportements analogues expliqueraient une situation identique,

caractérisée par une faiblesse relative de la demande de titres longs.

La théorie de Hicks est fondée sur une distinction entre deux types de risque. L’incertitude sur les

taux futurs crée, en effet, pour les prêteurs :

• un « risque en capital », pris en compte par ceux qui envisagent la possibilité de revendre des

obligations avant leur remboursement final. Le prix auquel pourra se réaliser cette transac-

tion étant inconnu aujourd’hui, ces prêteurs s’exposent à un risque de perte sur les sommes

initialement investies. On remarque que la détention d’une obligation dont la maturité cor-

respond exactement à la période de disponibilité des fonds, est sans risque de ce point de

vue ;

• un « risque en revenu », lié à la possibilité d’achat d’obligations dans le futur, qui serviront

un taux encore inconnu aujourd’hui.

Compte tenu de ceci, la situation d’un prêteur potentiel, disposant ent de fonds pourn périodes,

peut être présentée ainsi :

• il peut investir ses fonds dans l’achat d’obligations à une période, puis renouveler cette

opération à la période suivant, et ainsi de suite jusqu’à la périodet + n− 1. Cette stratégie

permet d’éliminer totalement le risque en capital (la somme récupérée sur les obligations

acquises est toujours connue au moment de l’achat), mais comporte un risque en revenu (les

taux courts futurs sont inconnus ent) ;

• il peut investir ses fonds dans l’achat d’obligations de maturité supérieure àn. Le risque en

revenu est alors nul (le taux porté par cette opération est parfaitement connu ent), mais le

risque en capital ne l’est pas (le prix de marché de ces obligations ent + n est aléatoire) ;
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• il peut choisir d’acheter des obligations dont la durée correspond exactement à la période de

disponibilité de ses fonds. Cette stratégie élimine à la fois le risque en capital et en revenu ;

• il peut mettre en œuvre une stratégie mixte, comportant à la fois un risque en capital et un

risque en revenu.

Le raisonnement est bien sûr dual pour les emprunteurs.

La théorie de Hicks s’exprime alors sur la base des deux propositions suivantes :

1. les emprunteurs ont tendance à offrir des obligations à durée de vie longue, de façon à

limiter l’incertitude liée aux émissions successives nécessitées par le financement à court

terme d’un investissement à long terme ;

2. les prêteurs sont particulièrement soucieux du risque de perte en capital, et donc marquent

une nette préférence pour l’achat d’obligations de courte durée, théoriquement moins sen-

sibles aux variations de taux d’intérêt. En d’autres termes, les prêteurs témoignent d’une

certaine préférence pour la liquidité, qui les conduit à se préoccuper des conditions dans

lesquelles pourrait se réaliser à court terme une conversion de leurs actifs en monnaie.

On peut alors conclure que les emprunteurs doivent nécessairement offrir une prime de risque en

capital, ou « prime de liquidité », aux prêteurs, de façon à les inciter à opérer sur le marché des

titres longs.12

La deuxième proposition appelle une justification : elle suppose, en effet, l’existence d’une relation

positive entre le risque en capital et la durée de vie d’une obligation. Cette relation est explicite-

ment acceptée par Hicks [1939] : « Toutes choses égales par ailleurs, un individu qui s’engage sur

un emprunt à long terme, s’expose à des risques plus grands que s’il s’en était abstenu. » Comment

justifier ceci ?

En première analyse, on peut utiliser la notion desensibilitéd’une obligation comme une mesure

du risque en capital. La sensibilité ent d’un bon sans coupon et de maturitén, notéeS
(n)
t , est

12La théorie de la prime de liquidité est implicite dans l’œuvre de Keynes. Dans le chapitre 13 de la Théorie Générale,
il considère l’achat d’une créance de maturitén : « Si donc il n’est pas exclu qu’un besoin d’argent liquide puisse
apparaître avant l’expiration desn années, on s’expose à un risque de perte quand au lieu de garder de l’argent liquide
on achète une créance à long terme, qu’on pourra être obligé plus tard de convertir en argent liquide. Le profit actuariel,
ou l’espérance mathématique de gain, calculée sur la base des probabilités existantes — si ce calcul est possible, ce qui
est douteux — doit suffire à compenser le risque de perte. »
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définie comme le pourcentage de variation du cours du bon, associé à une augmentation de un

point de son taux de rendement interne. Elle est donnée par :

S
(n)
t = − n(

1 + R
(n)
t

) (3.6)

et montre bien que le cours d’un bon est d’autant plus sensible aux variations de son taux de

rendement que sa maturité est grande. On peut donca priori considérer que le risque de perte en

capital, dû aux variations du cours d’une obligation, est relié positivement à sa durée pour une

augmentation donnée du taux d’intérêt correspondant. Hicks admet une telle relation. Il considère

un investisseur prêtant à court terme en achetant une obligation à long terme, et conclut que « s’il

se produit une hausse importante du taux d’intérêt à long terme, le rendement effectif peut être

entièrement anéanti. »

En définitive, l’important est que les agents perçoivent une telle relation, et qu’ils considèrent donc

effectivement la détention d’obligations longues comme une opération très risquée.

3.3.3 Prime de liquidité et structure des taux

Quelles sont les conséquences de cette analyse en ce qui concerne la structure par terme des taux

d’intérêt ?

Fondamentalement, Hicks est en accord avec l’enseignement de la théorie des anticipations, à

savoir qu’un taux d’intérêt àn périodes est fonction d’anticipations de taux d’échéance plus courte,

et, en particulier, de taux courts. Dans l’analyse de Hicks, ce résultat n’est que marginalement

perturbé par la présence de primes de risque.

Son raisonnement, conduit principalement à partir des taux à terme, est sensiblement différent de

celui de Lutz. Hicks considère, en effet, un marché de bons sans coupon, affichant à l’instantt

deux types de taux :

• les taux au comptant{R(1)
t , . . . , R

(N)
t } pour des emprunts payables ent, et remboursables

en t + 1, t + 2, . . . , t + N + 1. Ces taux forment, par définition, la structure des taux à

l’instant t.

• les taux à terme{Ft,t+1, . . . , Ft,t+N−1} pour des emprunts sur une période, payables en
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t + 1, t + 2, . . . , t + N − 1, et donc remboursables ent + 2, t + 3, . . . , t + N .

Considérons maintenant un investisseur disposant d’un certain capital sur deux périodes. Il peut

effectuer (entre autres) les deux opérations suivantes :

• prêter son capital au taux comptantR
(2)
t , et ainsi toucher

(
1 + R

(2)
t

)2
francs, par franc

investi ;

• prêter son capital sur une période au tauxrt, et s’engager en même temps à prêter pour une

période le produit de ce prêt (qui sera égal à1+ rt), à la période suivante, c’est-à-dire nouer

un contrat à terme au tauxFt,t+1. Cette opération lui rapporte donc(1 + rt) (1 + Ft,t+1)

francs par franc investi.

Si on exclut la possibilité de non-remboursement, ces deux opérations sont sans risque. Des opéra-

tions d’arbitrage doivent donc conduire à l’égalité du rendement des deux stratégies :

(
1 + R

(2)
t

)2
= (1 + rt) (1 + Ft,t+1) . (3.7)

De façon générale, le marché doit satisfaire, pour toutn, l’égalité :

(
1 + R

(n)
t

)n
= (1 + rt) (1 + Ft,t+1) · · · (1 + Ft,t+n−1) . (3.8)

La théorie du déport normal est alors appliquée aux taux à terme{Ft+1,, . . . , Ft,t+n−1} : un taux

à terme pour une périodet + n doit nécessairement être supérieur au taux prévu par les prêteurs

en t pour la périodet + n, de façon à rémunérer le risque que ces derniers supportent en pariant

sur la valeur future d’un taux au comptant. Cette différence est exactement égale au déport normal

défini plus haut, exprimé en terme de taux. Si on noteL
(n)
t la prime de risque (positive) exigée en

t par les prêteurs sur len-ième taux à terme, on peut écrire :

Ft,t+n = ert,t+n + L
(n)
t . (3.9)

Ainsi, lorsque les opérateurs anticipent une stabilité du taux court, les taux courts à terme sont

normalement plus élevés.
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Les équations d’équilibre pour les taux d’intérêt s’écrivent alors :

(
1 + R

(n)
t

)n
= (1 + rt)

(
1 + ert,t+1 + L

(1)
t

)
· · ·

(
1 + ert,t+n−1 + L

(n−1)
t

)
. (3.10)

Dans l’optique de Hicks, ces primes ent doivent être nécessairement croissantes avec leur indice

n, parce qu’elles correspondent, pour les prêteurs, à la détention d’obligations de durée de vie

d’autant plus grande, comportant donc un risque en capital plus important. Si on accepte que

0 < L
(1)
t < L

(2)
t < · · · < L

(n−1)
t , (3.11)

alors la structure des taux hicksienne est toujours au-dessus de la structure lutzienne. En particulier,

l’allure « normale » de la courbe des taux (c’est-à-dire en période de stabilité des anticipations) est

croissante.

Le modèle de Hicks a soulevé un nombre considérable de critiques dans les années cinquante et

soixante. Considérant que les hypothèses de comportement qui permettent de conclure à l’existence

d’une prime de liquidité ne sont pas justifiées, certains auteurs vont développer des théories con-

currentes.

Parmi celles-ci, trois sont particulièrement remarquables. Les deux premières sont intéressantes

parce qu’elles montrent que la prise en compte de l’incertitude peut conduire à des modèles de

structure par terme complètement contradictoires : alors que le modèle de Culbertson infirme

totalement la théorie des anticipations, Meiselman tente de la réhabiliter dans sa version la plus

pure. La troisième approche, développée par Modigliani et Sutch, se singularise en proposant un

modèle synthétique de résultats apparemment inconciliables.

3.4 La théorie de la segmentation

Dans la théorie des anticipations, les liaisons entre les divers compartiments du marché des actifs

(du plus court au plus long) sont assurées par des comportements individuels, motivés par des

prévisions. Remettre en cause la prééminence de ce type de comportement conduit à s’interroger

sur l’existence même d’une structure par terme des taux d’intérêt.

Pour Culbertson [1957, 1965], les décisions des acteurs du marché des titres ne peuvent être con-

sidérées comme fondamentalement liées à des prévisions. Refusant l’universalité de ce postulat de
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la théorie des anticipations, Culbertson développe une analyse plus empirique des comportements.

Cette analyse, qualifiée par son auteur de « réaliste », tend à montrer que le comportement spécu-

latif (basé sur des anticipations de taux) n’est qu’un phénomène marginal sur le marché des titres.

Considérant qu’une opération spéculative est, avant tout, un pari sur le futur, comportant un risque

de perte comme un risque de gain, un acteur cherchant à éviter ce « jeu de hasard » ne peut être

considéré comme irrationnel. Cette motivation tend à limiter la substituabilité des titres entre les

marchés, en spécialisant l’offre et la demande sur des segments particuliers :

• l’investisseur, cherchant à assurer la sécurité de son financement, aura tendance à aligner la

maturité de sa dette sur la période de temps pendant laquelle ces fonds lui sont nécessaires.

Cette opération lui permet d’éviter tout risque lié à l’émission de titres plus courts, qu’il

serait obligé de renouveler à des conditions incertaines ;

• le prêteur, contraint par des besoins futurs de liquidité, peut sélectionner un portefeuille

dont la structure de maturité lui assure une disponibilité correspondante. Ainsi, si le prêteur

de fonds a correctement prévu ses besoins de liquidité, il n’aura pas à prendre de nouveau

position sur le marché.

Ces comportements sont similaires, dans le sens où ils conduisent les prêteurs comme les emprun-

teurs à égaliser la maturité de l’actif et du passif de leur bilan. Pour Culbertson, cette attitude est

celle de la majorité des institutions financières présentes sur le marché.

Cette approche n’exclut donc pas le comportement spéculatif, mais elle en limite l’étendue, si

bien que « . . . les marchés de la dette ne sont pas dominés par des comportements orientés par

des anticipations, d’une telle manière que de larges changements dans la structure par terme des

taux d’intérêt puissent généralement être interprétés comme reflétant des changements dans les

prévisions de marché. » (Culbertson [1957, pp.501–502]). En définitive, l’activité spéculative ne

constituerait qu’un effet net de très court terme, quasi-marginal dans la détermination des taux.

Il serait injuste de limiter l’analyse de Culbertson à cette étude des comportements. Les « facteurs

institutionnels », qui tendent à limiter la substituabilité des actifs, font partie intégrante de son

raisonnement. Toutefois, notre objectif est avant tout de comparer les diverses théories du point de

vue du traitement de l’incertitude, concrétisé par des hypothèses relatives à l’attitude des opéra-

teurs vis-à-vis du risque.
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Dans cette optique, l’hypothèse principale de l’analyse de Culbertson est la suivante : les opéra-

teurs, tant prêteurs qu’emprunteurs, sont aussi sensibles au risque en capital qu’au risque en

revenu. Cette attitude conduit à une spécialisation relativement rigide des offres et des deman-

des sur des termes particuliers.

Si on supprime dans cette dernière phrase le terme « relativement » (ce qui est, par ailleurs, tout

à fait contraire à la méthodologie de Culbertson), on obtient une « théorie de la segmentation » :

le marché des titres est alors constitué d’une série de segments (ou de « compartiments »), chacun

correspondant à un terme différent. Chaque segment fixe un prix de marché pour les titres ayant

une certaine durée de vie, par confrontation des offres et demandes primaires, indépendamment

des autres segments. Cette théorie remet donc en cause l’existence même d’unestructuredes taux

d’intérêt, puisque l’évolution des taux d’échéance différente est totalement indépendante.

3.5 Une tentative de réhabilitation de la théorie des anticipations

Selon la théorie de la segmentation, la prise en compte simultanée du risque en capital et en revenu,

par les prêteurs et emprunteurs, conduit à la négation du principe selon lequel la structure des taux

est déterminée par les anticipations du marché.

Pour Meiselman [1962] ou Wood [1963], cette vision est erronée, parce qu’elle sous-estime le rôle

des spéculateurs. Si on admet, en effet, qu’il existe effectivement un grand nombre d’institutions

marquant une nette préférence pour certaines maturités, on peut également considérer que la

présence de quelques spéculateurs peut conduire à restaurer une dépendance des taux entre eux.

Pour que cet effet soit significatif, il suffit qu’ils soient relativement nombreux, ou bien encore

qu’ils disposent de fonds relativement importants. Ces spéculateurs, lorsqu’ils constateront une

différence assez grande entre les taux offerts par le marché et les taux apportés par des straté-

gies basées sur leurs anticipations, vont effectuer des achats et des ventes de titres d’échéance

différente, provoquant ainsi une variation conjointe de leurs taux.

Ces arguments pourraient constituer une défense de l’analyse hicksienne. Mais Meiselman rejette

également la théorie de la prime de liquidité, en soulignant que certaines institutions pourvoyeuses

de fonds sont davantage préoccupées par la stabilité de leurs revenus que par la stabilité de leur

capital. On peut citer, par exemple, le cas des compagnies d’assurance, qui marquent une nette

préférence pour l’achat de titres longs. En conséquence, la demande pour ces titres n’a aucune

40



Chapitre 1 : les théories traditionnelles

raison d’être considérée comme « normalement plus faible » que l’offre. Dans ces conditions, un

demandeur de titres ayant une préférence pour le court terme ne peut exiger une prime de risque

pour acheter des titres longs, parce qu’un autre demandeur, sensible au risque en revenu, n’en

exigera aucune. Le même raisonnement est applicable à une éventuelle prime de risque en revenu,

si bien qu’on doit conclure à la disparition totale de toute prime de risque.

Meiselman défend donc la théorie des anticipations de Lutz, en affirmant que l’abandon de l’hypothèse

de neutralité n’affecte pas ses résultats.

3.6 La théorie synthétique de l’habitat préféré

Deux thèses extrêmes s’affrontent donc. L’une affirme que la segmentation du marché est totale,

l’autre soutient qu’elle est nulle. Mais n’est-il pas possible de définir une position intermédiaire,

qui puisse prendre en compte un « degré de segmentation », qui ne soit ni nul, ni infini ?

Modigliani et Sutch [1966, 1967 et 1969] sont les premiers à tenter cette synthèse, au sein d’une

théorie baptisée « théorie de l’habitat préféré ».

Elle est présentée ainsi par ses auteurs : « La théorie de l’habitat est à la base une adaptation

de la théorie des anticipations de la structure des taux d’intérêt en incertitude, dans un monde

où (1) les taux futurs sont en fait incertains ; (2) les échangistes, tant détenteurs finals de richesse

qu’emprunteurs finals, ont des préférences définies par rapport à la longueur de la période de temps

pour laquelle ils veulent garder leurs fonds investis, ou pour laquelle ils ont besoin d’un finance-

ment (c’est-à-dire qu’ils ont un habitat de maturité préférée) ; et (3) les deux types d’échangistes

font preuve généralement d’une aversion pour le risque, et, par conséquent, toutes choses égales

par ailleurs, préféreront faire coïncider les maturités de leur portefeuille avec leur habitat, de façon

à être certains des rendements ou des coûts. En plus de ces échangistes finals, le modèle recon-

naît également l’existence d’arbitragistes, ou d’intermédiaires, préparés simultanément à prêter et

emprunter dans des maturités différentes, quand la différence entre les rendements anticipés est

assez attrayante pour compenser le risque encouru dans l’opération. » (Modigliani et Sutch [1967,

p.569]).

Ainsi, lorsque les agents ont de l’aversion pour le risque, la présence conjointe du risque en capital

et du risque en revenu justifie l’existence d’habitats. Mais, contrairement à la théorie de la seg-

mentation, cette aversion n’est pas telle qu’aucun agent n’accepte de s’engager dans une opération
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risquée, quel que soit le rendement anticipé de cette opération. Le rendement supplémentaire min-

imum nécessaire pour qu’un agent réalise une telle opération risquée peut être analysé comme

une prime de risque, exigée par lui pour accepter de « quitter » momentanément son habitat. Cette

opération est, en effet, considérée comme risquée par cet agent, à partir du moment où elle im-

plique l’achat ou la vente de titres dont la maturité ne correspond pas à sa maturité préférée. Dans

ce modèle, un taux d’intérêt àn périodes peut donc être différent du taux impliqué par la théorie

pure des anticipations. Cette différence est une prime de risque (positive ou négative), représenta-

tive de l’écart entre l’offre primaire de titres àn périodes et la demande qui se serait manifestée

si le taux avait été celui prédit par la théorie des anticipations. Cette prime permet de combler

cet écart, en incitant les demandeurs ayant un habitat différent, à opérer sur le marché des titres à

n périodes.

Dans cette optique, les taux d’équilibre sont bien influencés par les prévisions des agents (confor-

mément à la théorie des anticipations), mais également par la distribution des habitats au niveau du

marché. Sur ce dernier point, Modigliani et Sutch s’opposent clairement à la théorie de la prime de

liquidité. Ils refusent, en effet, d’émettre une hypothèsea priori sur la forme de cette distribution

(Hicks suppose que les prêteurs ont un habitat plutôt court, les emprunteurs un habitat plutôt long),

et donc de contraindre la structure des primes (forcément positives et croissantes avec le terme,

selon Hicks).

Sur ce point, Modigliani et Sutch se contentent d’avancer l’idée selon laquelle la prime serait

une fonction relativement lisse du terme, du fait que le risque assumé par un opérateur est faible

lorsqu’il s’éloigne peu de son habitat. Mathématiquement, la différence de sensibilité du prix de

deux bons aux variations de taux d’intérêt est, en effet, d’autant plus faible que ces bons ont des

durées plus proches. On peut donc supposer que deux bons, relativement adjacents sur le spectre

des durées, seront considérés comme relativement substituables, et donc que leur prix variera de

façon à peu près similaire. On peut ajouter que ceci est d’autant plus vrai que ces bons sont de

durée longue, parce que les variations potentielles de prix relatif entre deux bons adjacents sont

d’autant plus faibles que ces bons sont longs. Ainsi, toutes choses égales par ailleurs, il est plus

risqué de quitter son habitat pour un habitat adjacent lorsque celui-ci est court.

Le modèle proposé par Modigliani et Sutch est original. Toutefois, il ne constitue qu’une formal-

isation particulière d’une approche plus globale de l’incertitude. L’analyse du risque menée par

Modigliani et Sutch préfigure les travaux modernes dans ce domaine, qui utilisent des modèles

de portefeuille pour donner un contenu précis aux primes de risque. En insistant sur le caractère
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variable de ces primes, sur l’importance des facteurs d’offre et du degré d’aversion pour le risque,

ces deux auteurs ont apporté une contribution théorique significative.

3.7 Conclusion

Dans cette section ont été présenté les quatre théories traditionnelles de la structure par terme des

taux d’intérêt. Chacune d’elles répond à la question suivante : comment les résultats obtenus en

univers certain se modifient-ils, lorsqu’on prend en compte l’incertitude sur les taux futurs ? De

ce point de vue, il se dégage deux positions extrêmes et une position médiane.

La théorie des anticipations occupe une position extrême, en affirmant que l’introduction de l’incertitude

ne modifie pas substantiellement les résultats en monde certain. D’après cette théorie, le seul fac-

teur déterminant de la structure des taux est l’anticipation du marché quant aux taux d’intérêt

futurs.

La théorie de l’habitat préféré occupe une position médiane, en précisant que l’attitude des agents

vis-à-vis du risque justifie l’existence de primes de risque. Plusieurs facteurs déterminent alors

la structure des taux : les anticipations, mais aussi la distribution des habitats sur l’échelle des

maturités, ainsi que l’aversion des individus pour le risque. La théorie de la prime de liquidité peut

être vue comme une instance de cette théorie synthétique, affirmant que l’habitat des prêteurs est

plutôt court et l’habitat des emprunteurs plutôt long.

Enfin, la théorie de la segmentation occupe l’autre extrême, dans le sens où elle soutient que les

acteurs sont si adverses à la spéculation que les anticipations ne constituent plus un facteur déter-

minant. Chaque taux d’intérêt résulte de la confrontation d’une offre et d’une demande spécifique.

De par leur position, les théories extrêmes prêtent facilement le flanc à la critique. D’un côté, la

théorie des anticipations considère que le marché est dominé par des spéculateurs neutres vis-à-vis

du risque, et refuse de prendre en compte dans son analyse toutes les conséquences de l’incertitude.

D’un autre côté, la théorie de la segmentation n’accorde aucune importance à l’activité spéculative.
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Section 4 Théorie des anticipations et anticipations rationnelles

4.1 Introduction

Les théories traditionnelles, telles qu’elles ont été présentées, n’émettent aucune hypothèse sur le

processus de formation des prévisions. Un nombre considérable de travaux ultérieurs a cherché à

associer ces théories avec diverses spécifications de ce processus.

Ces travaux présentent un double intérêt. En premier lieu, ils permettent de tester empiriquement la

théorie. Le caractère inobservable des anticipations rend en effet nécessaire de telles hypothèses,

en l’absence de données d’enquête fiables.13 En second lieu, ces travaux introduisent une dy-

namique dans le fonctionnement de la structure des taux, et permettent donc d’interpréter ses

déformations au cours du temps.

Toutefois, un inconvénient majeur tempère ces remarques : l’introduction d’une spécification du

mode de formation des anticipations conduit à transformer les tests des théories traditionnelles en

tests d’hypothèses jointes. Il devient alors impossible de déterminer si un échec provient d’une

erreur de la théorie de la structure des taux et/ou d’une mauvaise modélisation des prévisions.

L’ensemble des travaux consacrés à l’association de ces deux hypothèses se scinde clairement en

deux générations. La première tente d’appliquer les hypothèses traditionnelles de formation des

prévisions (c’est-à-dire, principalement, les anticipations extrapolatives, adaptatives, ou régres-

sives) aux théories de la structure des taux.14 Les plus illustres représentants de cette génération

sont probablement Meiselman, Modigliani et Sutch.15 La seconde, initiée par Sargent [1972] et

Modigliani et Shiller [1973], se préoccupe d’examiner les théories traditionnelles sous hypothèse

d’anticipations rationnelles.

13Kane et Malkiel [1967], Kane [1983], et plus récemment Froot [1989], ont utilisé des données relatives aux prévi-
sions de taux. Froot teste le modèle linéarisé de Shiller, Campbell et Schoenholtz, examiné dans cette section. Pour ce
type d’étude en France, voir, par exemple, Colletaz [1986].

14Voir sur ce sujet l’article très complet de Dobson, Sutch et Vanderford [1976], ou encore Friedman et Roley [1979].
Pour une analyse sur données françaises, voir, par exemple, Colletaz [1980], Artus [1987], Avouyi-Dovi, Boutillier et
Topol [1989], ou Prat [1992].

15Le modèle d’apprentissage par l’erreur (« error-learning ») de Meiselman [1962] a tenu le devant de la scène
pendant une grande partie de la décennie soixante. Meiselman postule que les agents révisent leurs anticipations de taux
en fonction de l’erreur constatée sur leurs précédentes prévisions. Dans l’optique de la théorie des anticipations, ces
prévisions sont représentées par les taux à terme implicites. Voir par exemple Wood [1963], Kessel [1965], Van Horne
[1965], ou Buse [1967, 1970].
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Il est frappant de constater que la deuxième génération a provoqué l’abandon presque total des

premiers travaux : la « révolution » des anticipations rationnelles a été d’une telle force qu’elle

a quasiment balayé toute spécification alternative. Ceci s’explique sans doute par le poids indé-

niable des arguments en faveur de l’hypothèse introduite par Muth au début des années soix-

ante, mais également par l’extrême importance des conséquences de son introduction dans les

théories de l’évaluation des actifs. Dotées de cette hypothèse, ces théories prennent en effet une

nouvelle dimension : en concluant à l’égalité entre le prix d’un actif et sa valeur « fondamentale »,

elles affirment l’importance du concept d’efficience de marché pour le renouveau de la pensée

néoclassique.16

L’hypothèse des anticipations rationnelles a contribué à unifier la théorie financière néoclassique

autour de cette problématique de l’efficience. De ce fait, au cours des années soixante-dix, les

théories de la hiérarchie des taux ont progressivement perdu de leur spécificité.

Nous étudions dans cette section la théorie des anticipations sous hypothèse de rationalité des

anticipations. Après avoir défini cette hypothèse, nous montrons, suivant Cox, Ingersoll et Ross

[1981], que la cohérence même de la théorie est mise en cause. Nous examinons enfin une tentative

de réhabilitation.

4.2 L’hypothèse des anticipations rationnelles

Cette hypothèse, introduite par Muth [1961], postule que les agents forment, pour une variable,

la meilleure prévision possible, compte tenu de l’information dont ils disposent. Formellement, si

on noteeXt,t+n l’anticipation « psychologique » d’un agent, formée ent, à partir d’un ensemble

d’informationsIt, pour la variable aléatoirẽX ent+n, celle-ci sera considérée comme rationnelle

si

eXt,t+n = E
[
X̃t+n

∣∣∣ It

]
(4.1)

où E est l’opérateur d’espérance mathématique.17

16À propos de la théorie de l’efficience, voir les travaux de Fama [1970, et 1976a].

17Lorsqu’il n’y a aucune ambiguïté sur l’ensemble d’information, on écrit simplementeXt,t+n = Et

[
X̃t+n

]
.
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Ainsi, l’hypothèse des anticipations rationnelles consiste à poser l’égalité entre les anticipations

subjectives des individus, et le comportement stochastique objectif de la variable à prévoir. Ce

comportement stochastique fait référence au processus qui détermine véritablement cette variable :

l’agent, doué d’anticipations rationnelles, est donc supposé se référer au fonctionnement réel de

l’économie, c’est-à-dire à une théorie économique pertinente.

L’hypothèse des anticipations rationnelles peut être considérée comme une hypothèse forte de

la théorie économique contemporaine : malgré de nombreuses critiques, elle a progressivement

imposé sa prééminence sur les formulations alternatives.

Il est intéressant de noter que le succès de l’hypothèse tient autant aux critiques qui peuvent être

faites à toute formulation non-rationnelle, qu’à une justification autonome de sa pertinence. En

effet, les hypothèses d’anticipations extrapolatives, adaptatives ou régressives, s’exposent à une

critique destructrice : leur formulation est indépendante de la signification économique de la vari-

able qui fait l’objet de la prévision. Ainsi, ces formulations supposent que les acteurs économiques

cherchent à prévoir certaines variables, sans jamais tenter de comprendre le processus économique

qui pourrait les déterminer.

Il n’est pas nécessaire d’être un fervent défenseur du postulat de rationalité individuelle pour

refuser cette hypothèse de « myopie universelle ». En effet, outre son caractère intrinsèquement

irréaliste, son utilisation est difficilement justifiable pour un économiste. Ceci tient au fait qu’un

modèle, lorsqu’il comporte une telle spécification de formation des anticipations, suppose que

les agents commettent des erreurssystématiques, alors que le modélisateur ne le fait pas (il crée

un modèle pour capter la réalité du fonctionnement de l’économie). En agissant de la sorte,

l’économiste se place volontairement dans une position de supériorité : il se rend coupable d’un

« péché d’orgueil ».18

Cette critique est puissante, parce qu’elle s’applique à toute spécification non-rationnelle des antic-

ipations : un agent, s’il utilise un modèle de l’économie faux ou incomplet, est toujours susceptible

de faire des erreurs systématiques dans ses prévisions. Ainsi, en invitant l’économiste à toujours

améliorer l’intelligence supposée des agents, cette critique conduit à admettre que ceux-ci con-

naissent parfaitement le fonctionnement de l’économie, c’est-à-dire le « vrai » modèle.

18Cette expression est utilisée par Phelps [1987].
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La force de cette argumentation a contribué à la généralisation rapide de l’utilisation de l’hypothèse

des anticipations rationnelles.

4.3 La théorie des anticipations mise à l’épreuve

Introduire l’hypothèse des anticipations rationnelles dans un modèle, consiste donc à remplacer

chaque variable anticipée par son espérance mathématique. Pour un agent donné, cette espérance

doit être exprimée conditionnellement à l’information dont il dispose, au moment où il forme cette

prévision.

Il semble qu’on peut raisonnablement s’attendre à obtenir un modèle dont les conclusions corre-

spondent exactement aux résultats du modèle initial, mécaniquement réinterprétés sous hypothèse

de rationalité des prévisions. Si cette approche était justifiée, l’introduction de la spécification

d’anticipations rationnelles pourrait être considérée comme une opération anodine, consistant à

mettre simplement « côte à côte » deux modèles indépendants : un modèle économique et un mod-

èle de formation des prévisions. En fait, les conséquences de cette hypothèse sur le modèle initial

sont bien plus importantes, et peuvent même remettre en cause la cohérence globale du modèle

final. C’est le cas notamment pour la théorie des anticipations, qui, en quelque sorte, ne résiste

pas à l’introduction de l’hypothèse de rationalité des anticipations. Ceci a été démontré par Cox,

Ingersoll et Ross en 1977, dans un important article de l’université de Stanford diffusé plus large-

ment en 1981.19

Cette démonstration, déconcertante de simplicité, consiste à montrer que la réinterprétation di-

recte du résultat principal de la théorie pure des anticipations, sous hypothèse d’anticipations

rationnelles, conduit à une proposition incorrecte. De plus, Cox, Ingersoll et Ross ont le mérite

d’avoir répertorié les versions les plus courantes de la théorie des anticipations, en utilisant des

notations unifiées. Ce travail a sans doute permis de clarifier significativement le domaine de

recherche.

4.3.1 Premier résultat : la théorie des anticipations est fausse en général

Cox, Ingersoll et Ross considèrent un marché concurrentiel sans friction, sur lequel s’échangent

des bons sans coupon, de valeur faciale unitaire, et sans risque de défaut. Les valeurs futures

19Il faut noter que ce résultat avait été évoqué précédemment par Stiglitz [1970].
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des prix de ces bons sont inconnues. Les participants forment, sur ce marché, des prévisions ra-

tionnelles identiques. Dans la logique de la théorie des anticipations, on doit s’attendre à ce que

l’équilibre soit caractérisé par une égalité entre les rendements anticipés de toutes les stratégies

possibles d’investissement pour une même période de détention. Lorsque les anticipations sont

rationnelles, cette proposition peut s’écrire formellement :

Et


 P̃

(m1−1)
t+1

P
(m1)
t

× P̃
(m2−1)
t+2

P̃
(m2)
t+1

× · · · × P̃
(mn−1)
t+n

P̃
(mn)
t+n−1


 = Π(n)

t , ∀t, n. (4.2)

oùΠ(n)
t désigne donc le rendement anticipé ent pour une période de détention de longueurn. Ce

rendement est indépendant des périodes de réinvestissement et de la maturité des bons sélectionnés

m1, · · · ,mn.20

Cox, Ingersoll et Ross montrent que l’équation (4.2) est incorrecte lorsque les prix sont véritable-

ment aléatoires. La contradiction est prouvée en exhibant une équation tirée de (4.2), qui impose

à un prix futur d’être non-stochastique.

D’une part, pour une période de détention unitaire (n = 1), le système (4.2) s’écrit :

Et

[
P̃

(m−1)
t+1

]

P
(m)
t

= Π(1)
t , ∀m ≥ 1, (4.3)

car le prix d’un bon ent n’est pas aléatoire. En particulier, si on exprime (4.3) pourm = 1 et

m = 2, on obtient :21

1

P
(1)
t

=
Et

[
P̃

(1)
t+1

]

P
(2)
t

. (4.4)

L’équation (4.4) indique simplement que le rendement anticipé d’une opération consistant à détenir

un bon à deux périodes, sur une période, doit être égal au rendement de l’actif court non-risqué.

20L’équation (4.2) n’impose pasn − 1 opérations de réinvestissement. Si on pose par exemplem2 = m1 − 1, les
deux premiers termes de l’expression entre crochets se simplifient enP̃

(m1−2)
t+2 /P

(m1)
t , ce qui correspond au rendement

apporté par la détention ent, pendant deux périodes, d’un bon de maturitém1.

21On utilise la condition limiteP̃ (0)
t+1 = 1.
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D’autre part, pour une détention pendant deux périodes, l’équation (4.2) s’écrit :

Et


 P̃

(m1−1)
t+1

P
(m1)
t

× P̃
(m2−1)
t+2

P̃
(m2)
t+1


 = Π(2)

t . (4.5)

Si on exprime (4.5) pourm1 = m2 + 1 = 2 (c’est-à-dire pour l’achat d’un bon de maturité 2 ent,

détenu jusqu’à échéance), puis pourm1 = m2 = 1 (c’est-à-dire pour l’achat d’un bon court ent,

puis réinvestissement de la somme obtenue dans l’achat de bons courts), on peut écrire :

1

P
(2)
t

=
1

P
(1)
t

× Et


 1

P̃
(1)
t+1


 . (4.6)

En réunissant (4.4) et (4.6), on obtient :

Et


 1

P̃
(1)
t+1


 =

1

Et

[
P̃

(1)
t+1

] . (4.7)

Utilisant alors l’inégalité de Jensen (voir l’annexe mathématique, page 329), on remarque que

cette dernière égalité n’est vérifiée que siP̃
(1)
t+1 n’est pas aléatoire, ce qui contredit de manière

flagrante les hypothèses initiales. Ainsi, il est démontré que les rendements espérés sur une période

de détention donnée, ne peuvent s’égaliser pour toutes les périodes possibles : « l’horizon » de

détention est important.

En conclusion, la proposition la plus générale de la théorie des anticipations sous hypothèse

d’anticipations rationnelles est, tout simplement, fausse.

On est donc naturellement conduit à s’intéresser à des propositions plus restreintes, mais suscep-

tibles d’être valides. Dans leur article de 1981, Cox, Ingersoll et Ross recensent les propositions

les plus utilisés dans la littérature.

4.3.2 Les primes de risque en temps discret : définitions

On peut exprimer très simplement les différentes versions de la théorie des anticipations à l’aide

de divers concepts de prime de risque. Nous adaptons ici les définitions de Campbell et Shiller

[1984].
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La prime de détention

La prime de détention (« holding period risk premium ») est relative au taux de rendement interne

d’une opération consistant à détenir un bon de maturitém pendant une période de longueurn

inférieure àm. Le bon est donc revendu avant son échéance. On rappelle que ce tauxH̃
(m)
t,t+n est

tel que

(
1 + H̃

(m)
t,t+n

)n ≡
(
1 + R

(m)
t

)m

(
1 + R̃

(m−n)
t+n

)m−n . (4.8)

La prime de détentionΦ(m)
t,t+n désigne le taux de rendement interne qu’on peut espérer sur cette

opération, au-delà du taux sans risque sur la période de détention, à savoirR
(n)
t :

Φ(m)
t,t+n ≡ Et

[
H̃

(m)
t,t+n

]
−R

(n)
t , (4.9)

avecn ≤ m. Pourn = 1, cette prime est égale au rendement espéré, au-delà du taux sans risque,

sur la détention d’un bon de maturitém pendant une période. On appelle cette prime laprime de

terme, et on note

Φ(m)
t ≡ Et

[
H̃

(m)
t

]
− rt, (4.10)

La prime de renouvellement

La prime de renouvellement (« rolling risk premium ») est définie à partir du taux de rendement

interne d’une opération consistant à réaliser un investissement renouvelé, en bons àm périodes,

sur une période de longueur totalen. Cette opération comporte doncn/m achats renouvelés, et

on suppose donc quen/m est un entier. Si on appellẽG(m)
t,t+n le taux de rendement interne de cette

opération, on a

(
1 + G̃

(m)
t,t+n

)n ≡
[(

1 + R
(m)
t

) (
1 + R̃

(m)
t+m

) (
1 + R̃

(m)
t+2m

)
· · ·

(
1 + R̃

(m)
t+n−m

)]m
. (4.11)

La prime de renouvellement s’exprime alors comme

Σ(m)
t,t+n ≡ R

(n)
t − Et

[
G̃

(m)
t,t+n

]
, (4.12)
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avecn ≥ m etn/m entier. Pourm = 1, l’opération consiste à investirn fois au taux court, et on

note

Σ(m)
t ≡ rt − Et

[
G̃

(m)
t

]
. (4.13)

La prime de terme implicite

La prime de terme implicite (« forward rate risk premium ») est définie à l’aide du taux à terme

implicite F
(m)
t,t+n, c’est-à-dire le taux de rendement interne, implicite à la structure des taux ent,

pour un bon fictif de maturitém ent + n. On rappelle que

(
1 + F

(m)
t,t+n

)m ≡
(
1 + R

(n+m)
t

)n+m

(
1 + R

(n)
t

)n . (4.14)

La prime de terme implicite est

Ψ(m)
t,t+n ≡ F

(m)
t,t+n − Et

[
R̃

(m)
t+n

]
, (4.15)

c’est-à-dire « l’excès » du taux à terme, par rapport à l’espérance du taux futur correspondant. Pour

m = 1, la prime est relative au taux court futur dansn périodes, et on note

Ψt,t+n ≡ Ft,t+n − Et[r̃t+n] . (4.16)

4.3.3 Quatre formulations de la théorie pure des anticipations en temps discret

Cox, Ingersoll et Ross remarquent que quatre propositions différentes ont été utilisées, de façon

privilégiée, dans la littérature sur la structure des taux. Ces propositions sont les suivantes.

L’hypothèse locale des anticipations

Cette hypothèse est une version de la proposition générale de la théorie, restreinte à une période de

détention particulière. Cette période est de longueur unitaire. L’hypothèse locale des anticipations
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affirme donc que le rendement d’un investissement, sur une période, doit être indépendant de la

maturité des bons détenus. Formellement, on écrit

Φ(m)
t = 0. (4.17)

Par évaluation récursive jusqu’à la condition terminaleP
(0)
t+n = 1, on obtient :

P
(n)
t = Et

[
[(1 + rt) (1 + r̃t+1) · · · (1 + r̃t+n−1)]

−1
]
. (4.18)

L’hypothèse des anticipations en rendement de détention

Cette hypothèse, dérivée du modèle de Lutz, affirme que le rendement certain, obtenu en détenant

un bon jusqu’à maturité, est égal au rendement incertain obtenu sur un investissement instantané,

renouvelé au taux court pendant cette même période. N’ayant pas défini de concept de prime de

risque en terme de rendement, nous écrivons directement :

1

P
(n)
t

= Et[(1 + rt) (1 + r̃t+1) · · · (1 + r̃t+n−1)] . (4.19)

L’hypothèse des anticipations en taux de rendement interne

Cette hypothèse, due à Malkiel, est similaire à la précédente, mais s’applique au taux de rendement

interne :

Σ(m)
t = 0, (4.20)

soit, en développant,

[
1

P
(n)
t

]1/n

= Et

[
[(1 + rt) (1 + r̃t+1) · · · (1 + r̃t+n−1)]

1/n
]
. (4.21)
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L’hypothèse des anticipations non-biaisées

Cette hypothèse postule l’égalité entre les taux courts à terme implicites, et les taux courts futurs

anticipés :

Ψt,t+n = 0, (4.22)

soit, après évaluation récursive,

1

P
(n)
t

= (1 + rt) Et[(1 + r̃t+1)] · · ·Et[(1 + r̃t+n−1)] . (4.23)

4.3.4 Deuxième résultat : l’incompatibilité des quatre hypothèses

Cox, Ingersoll et Ross démontrent que les quatre propositions, recensées ci-dessus, sont, dans

le cas général, incompatibles deux à deux. Pour cela, ils définissent dans un premier temps une

variable aléatoirẽX par

X̃ ≡ [(1 + rt) (1 + r̃t+1) · · · (1 + r̃t+n−1)]
−1 , (4.24)

si bien que les trois premières propositions se réécrivent sous la forme :

P = E
[
X̃

]
, (4.25)

P−1 = E
[
X̃−1

]
, (4.26)

P−1/n = E
[
X̃−1/n

]
. (4.27)

L’inégalité de Jensen assure qu’une seule de ces trois propositions peut être valide. Il reste à mon-

trer que la quatrième proposition est incompatible avec les trois premières. On réécrit simplement

cette dernière proposition sous la forme

P
(2)
t = [(1 + rt) Et[(1 + r̃t+1)]]

−1 < Et

[
[(1 + rt) (1 + r̃t+1)]

−1
]
, (4.28)

53



Chapitre 1 : les théories traditionnelles

et

[
1

P
(2)
t

]1/2

= [(1 + rt) Et[(1 + r̃t+1)]]
1/2 > Et

[
[(1 + rt) (1 + r̃t+1)]

1/2
]
, (4.29)

où les deux inégalités dérivent de la règle de Jensen. L’inégalité (4.28) est incompatible avec la

première proposition, et (4.29) avec la troisième. Enfin, on remarque que la quatrième proposition

est équivalente à la deuxième si les niveaux des taux d’intérêt futurs sont non-corrélés, ce qui n’est

généralement pas le cas.

En définitive, ceci montre que la théorie des anticipations est, sous hypothèse d’anticipations ra-

tionnelles, constituée d’un ensemble de quatre propositions en général mutuellement exclusives.

En fait, l’inconsistance de la théorie des anticipations sous l’hypothèse des anticipations rationnelles

est due à l’introduction d’un moment de la variable aléatoire anticipée. En remplaçant une antic-

ipation par l’espérance mathématique de la variable à prévoir, on introduit une contrainte, liée

à la manipulation de cet opérateur statistique (qui interdit notamment d’écrire E
[
X̃1 × X̃2

]
=

E
[
X̃1

]
× E

[
X̃2

]
lorsque les variables aléatoires̃X1 et X̃2 ont des distributions dépendantes).

Ceci conduit à s’interroger sur le statut de la théorie des anticipations en monde incertain, même

détachée de l’hypothèse des anticipations rationnelles : l’équivalence des diverses formulations

de cette théorie n’est démontrable que si l’opérateur unaire « Anticipation de... » (implicite dans

l’écritureeR
(m)
t,t+n) est de nature purement arithmétique, et permet d’écrire notamment que l’anticipation

d’un produit est égale au produit des anticipations. Finalement, ceci interdit toute définition de

eR
(m)
t,t+n en terme des moments vrais de la variable aléatoireR̃

(m)
t+n, qui caractérisent véritable-

ment le processus stochastique sous-jacent. Les agents ne peuvent donc utiliser, pour prévoir

une variable, que des formulations purement empiriques (éventuellement à l’aide de techniques

d’estimation économétriques). En d’autres termes, la connaissance du fonctionnement réel de

l’économie leur est à jamais interdite.

Ces remarques conduisent à un résultat extrêmement frappant : il semble que le modèle traditionnel

de la structure des taux s’auto-détruise dès qu’on permet aux agents de soulever un coin du voile

qui le recouvre ! Cette métaphore en terme de « machine infernale », souligne la profondeur du

gouffre qui sépare l’hypothèse des anticipations rationnelles des autres modes de formation des

anticipations.
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4.4 Une tentative de réhabilitation

Associée à l’hypothèse des anticipations rationnelles, la théorie pure des anticipations devient,

dans son acception la plus générale, incorrecte. Loin de signer l’arrêt de mort de cette théorie,

cette douloureuse sentence a conduit certains auteurs à en proposer une version modifiée, qui

puisse conserver sa substance tout en restant cohérente.

La méthode employée est celle de la linéarisation. Elle consiste simplement à approximer une

fonction par une droite, au voisinage d’un point donné. L’erreur commise est alors considérée

comme négligeable, lorsque la fonction ainsi linéarisée est évaluée « relativement près » du point

de linéarisation.

Ce procédé a été utilisé par beaucoup d’auteurs, afin de simplifier certains calculs complexes, liés

aux formules d’intérêts composés. Shiller [1979, 1981] a été le premier à l’employer dans le but

de réconcilier les différentes propositions de la théorie des anticipations. Ce modèle, systématisé

par Shiller, Campbell et Schoenholtz [1983], introduit une difficulté supplémentaire en traitant

d’obligations à coupons. Nous présentons ici une version plus simple, valable uniquement pour

des bons sans coupon, mais permettant de comprendre plus facilement le processus qui conduit à

restaurer partiellement la cohérence de la théorie des anticipations.

Shiller, Campbell et Schoenholtz expriment trois versions linéarisées de la théorie des anticipa-

tions, correspondant à la première, troisième et quatrième des hypothèses mises en évidence par

Cox, Ingersoll et Ross.22 Toutefois, ces trois versions sont plus générales, puisque fondées directe-

ment sur les primesΦ(m)
t,t+n, Σ(m)

t,t+n etΨ(m)
t,t+n.

Chacune de ces trois versions affirme la nullité d’une de ces primes. Au total, on a donc

Φ(m)
t,t+n = 0

Σ(m)
t,t+n = 0 (4.30)

Ψ(m)
t,t+n = 0.

22Les démonstrations qui suivent peuvent facilement être étendues à la deuxième proposition (la seule exprimée en
rendements et non en taux de rendement interne). Voir, par exemple, Shiller [1979].
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Les expressions linéarisées des indicateurs de rendement interne, sous-jacents à ces différentes

primes, sont

h̃
(m)
t,t+n =

mR
(m)
t − (m− n) R̃

(m−n)
t+n

n
, (4.31)

g̃
(m)
t,t+n =

mR
(m)
t + mR̃

(m)
t+m + · · ·+ mR̃

(m)
t+n−m

n
, (4.32)

f
(m)
t,t+n =

(m + n)R
(m+n)
t − nR

(n)
t

m
, (4.33)

où chaque membre gauche désigne la version linéarisée, autour d’un pointR proche de zéro, de la

variable dénotée par la majuscule correspondante. En définitive, les trois propositions s’expriment

par

R
(n)
t =

mR
(m)
t − (m− n) Et

[
R̃

(m−n)
t+n

]

n
, (4.34)

R
(n)
t =

mR
(m)
t + mEt

[
R̃

(m)
t+m + · · ·+ R̃

(m)
t+n−m

]

n
, (4.35)

Et

[
R̃

(m)
t+n

]
=

(m + n) R
(m+n)
t − nR

(n)
t

m
. (4.36)

Par manipulation des indicesm etn, et à l’aide de la règle des espérances imbriquées, on démontre

facilement que ces trois dernières équations sont équivalentes. Shiller, Campbell et Schoenholtz

montrent ainsi que les incompatibilités constatées par Cox, Ingersoll et Ross sont du « second

ordre ». Le processus de linéarisation permet apparemment de réconcilier les versions de la théorie

des anticipations. On peut donc ne retenir qu’une seule équation, par exemple (4.35). Pourm = 1,

cette équation s’écrit

R
(n)
t =

1
n

n−1∑

k=0

Et[r̃t+k] . (4.37)

Un taux long est, à l’équilibre, une moyenne arithmétique d’anticipations de taux courts.

Mais quel est le statut théorique de l’équation (4.37) ? La linéarisation a, en effet, introduit de fortes

contraintes sur les taux présents et futurs, en imposant qu’ils soient tous relativement proches d’un
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tauxR (qui se calcule en pratique comme un taux moyen). L’équation (4.37) ne peut être consid-

érée comme une bonne approximation de la théorie des anticipations que lorsque la courbe des

taux est presque horizontale.23 Même si l’erreur induite par une déformation de la structure reste

empiriquement faible, le modèle linéarisé semble être logiquement suspect, parce que la théorie

des anticipations est justement une théorie explicative de la courbe des taux et de ses déformations.

En ce sens, l’équation (4.37) ne répond pas un des deux objectifs qui lui était assigné, c’est-à-dire

de conserver la substance de la théorie traditionnelle de la structure des taux.

Dans ces conditions, le modèle linéarisé ne peut être considéré comme un moyen de contourner

de façon satisfaisante l’incohérence fondamentale de la théorie des anticipations, sous hypothèse

de rationalité des anticipations.

4.5 Conclusion

Dans cette section, nous avons examiné la confrontation de la théorie des anticipations et de

l’hypothèse de rationalité des anticipations. Deux résultats principaux ont été analysés. Le pre-

mier résultat énonce que la formulation la plus générale de la théorie est tout simplement fausse.

Le second résultat énonce que les formulations moins générales, utilisées dans la littérature, sont

incompatibles deux à deux. Nous avons ensuite exposé un modèle susceptible de réhabiliter la

théorie des anticipations. Ce modèle montre que les incompatibilités constatées par Cox, Ingersoll

et Ross peuvent être résolues par linéarisation. Toutefois, nous avons mis en doute la pertinence

de cette procédure, du point de vue de l’analyse théorique de la structure des taux.

En somme, cette section montre que la théorie des anticipations résiste mal à l’introduction de

l’hypothèse des anticipations rationnelles.

23La justesse empirique de cette approximation est évaluée par Shiller [1979] et Campbell [1986].
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Section 5 Conclusion du chapitre 1

Ainsi s’achève ce chapitre, consacré aux théories traditionnelles de la structure des taux. Nous

avons, dans un premier temps, exposé un modèle très simple de structure des taux en univers

certain. Ce modèle nous a montré, que, sous les hypothèses qui sont les siennes, le niveau relatif

des taux constitue un problème pouvant être traité indépendamment de la détermination du niveau

absolu de l’un d’entre eux. Sur la base de ce résultat, desthéories de la structure des tauxse sont

peu à peu organisées. Les théories « traditionnelles », constituées entre la fin des années trente

et la fin des années soixante, partagent une méthodologie commune, consistant à examiner les

perturbations induites par l’introduction d’aléas dans un modèle initialement certain.

La théorie des anticipations, pour qui ces perturbations sont négligeables, aboutit à la conclusion

que les prévisions constituent l’unique facteur explicatif de la hiérarchie des taux. Pour obtenir ce

résultat, cette théorie utilise l’hypothèse de neutralité vis-à-vis du risque, ce qui revient à refuser de

prendre en compte les conséquences propres de l’incertitude. Pour la théorie de la segmentation,

au contraire, ces perturbations sont si importantes que l’idée même d’unestructuredes taux est

mise en doute. Entre ces deux approches extrêmes, on trouve notamment la théorie synthétique de

l’habitat préféré, qui admet que les anticipations, les préférences et l’attitude des agents vis-à-vis

du risque, influencent conjointement la courbe des taux.

Pour être testées, ces théories doivent généralement être associées à un processus de formation des

anticipations. Jusqu’à la fin des années soixante, les spécificationsad hocsont abondamment util-

isées. Les années soixante-dix voient l’introduction progressive de l’hypothèse des anticipations

rationnelles, qui, peu à peu, évince les hypothèses alternatives. Pour la théorie des anticipations, le

choc est rude : sous hypothèse de rationalité des anticipations, elle se voit tout simplement réduite

à un ensemble de propositions deux à deux incompatibles.

Pendant trois décennies, les théories traditionnelles ont abondamment débattu du rôle respectif

des anticipations et des préférences individuelles, dans la détermination de la structure des taux.

Les oppositions se sont souvent exprimées en terme deprimes de risque: la théorie « pure »

des anticipations affirme que ces primes sont nulles (ou, dans sa version « impure », constantes),

la théorie de l’habitat qu’elles sont variables avec le temps, et de signe quelconque. Les tests

économétriques en la matière sont innombrables et divers, mais il se dégage néanmoins une nette
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tendance en faveur de la non-nullité et de la variabilité de ces primes.24

Il est toutefois difficile de conclure en faveur d’une théorie, dans la mesure où aucune ne donne

un contenuexplicite aux primes de risque. En réalité, les approches traditionnelles, examinées

dans ce chapitre, souffrent de deux défauts majeurs. En premier lieu, elles ne se préoccupent pas

d’identifier précisément les facteurs de risque qui affectent l’économie. Les taux futurs sont bien

supposés aléatoires, mais aucune précision n’est donnée sur les variables qui sont à la source

de ces aléas. Ce défaut est issu de la méthode appliquée par ces théories, centrée autour d’un

modèle en univers certain. En second lieu, elles ne sont pas fondées sur des comportements mi-

croéconomiques explicites. Les liens entre l’attitude des agents vis-à-vis du risque et les primes

restent purement intuitifs, et non-quantifiés. En somme, le discours des théories traditionnelles est

essentiellement qualitatif. Il manque de fondements précis quant à l’analyse de l’incertitude et des

comportements microéconomiques en univers aléatoire.

Ces lacunes ont été comblées par les théories dites « modernes » de la structure des taux, exam-

inées dans les chapitres suivants.

24Il est impossible de citer toutes les études empiriques relatives aux primes dans la structure des taux. On peut se
référer aux travaux de Fama [1976b, 1984a et b]. Pour des études sur la variabilité des primes, on peut consulter Mankiw
[1986], Engle, Lilien et Robins [1987]. Sur données françaises, voir, par exemple, Gourlaouen [1988], Artus [1990], ou
Belhomme [1992].
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Chapitre 2 : l’équilibre d’arbitrage

Section 1 Introduction

Depuis la publication des importants travaux de Ross [1976, 1977], consacrant la naissance de

l’ Asset Pricing Theory(APT), il est devenu courant de distinguer deux concepts d’équilibre de

marché.

Le premier est l’équilibre économique traditionnel, défini par l’égalité de l’offre et de la demande

du bien ou de l’actif échangé. Le second est un équilibre caractérisé par l’absence d’opportunité

d’arbitrage, c’est-à-dire par l’impossibilité de mettre en œuvre une stratégie de vente et d’achat,

conduisant de façon certaine à un gain strictement positif.

L’intuition première sous-jacente à l’APT peut être exprimée comme suit : partant du principe

que la fonction des actifs financiers est d’assurer, à ceux qui les détiennent, une protection contre

l’incertitude qui affecte l’économie, on admet que le seul critère pertinent pour évaluer un titre

est la nature de l’assurance qu’il fournit. Lorsque deux actifs fournissent un service de protection

comparable (c’est-à-dire, dans une certaine mesure, redondant) la concurrence crée un lien en-

tre leur prix. Plus précisément, considérons un marché financier, sur lequel s’échange un certain

nombre de titres contingents. Compte tenu des caractéristiques propres à chacun des actifs, on peut

chercher à construire un sous-ensemble de titres, assurant la meilleure protection possible contre

les risques économiques, c’est-à-dire tel que l’ajout d’un titre différent n’accroisse pas le degré de

protection offert. Imaginons que ce portefeuille « de base » comporteK titres parfaitement iden-

tifiés. Les caractéristiques des titres hors-base peuvent alors être répliquées par une combinaison

linéaire des caractéristiques desK titres de la base. Dans ces conditions, le prix d’équilibre des

actifs hors-base doit respecter une relation du même type avec les prix des actifs du portefeuille de

base, sous peine de garantir la présence d’opportunités d’arbitrage. On obtient ainsi une contrainte,

devant être respectée par les prix des titres échangés sur le marché, soit, en d’autres termes, une

condition d’équilibre.

Cette approche est originale, dans la mesure où l’équilibre est défini indépendamment des préférences

des agents (hormis l’axiome de non-satiété), ou de leur attitude vis-à-vis du risque. On doit essen-

tiellement à Ross de l’avoir systématisée, dans le cadre d’un modèle beaucoup plus proche de la

théorie financière que ne l’est le modèle d’actifs contingents de Arrow et Debreu.

L’utilisation du principe de non-arbitrage pour déterminer une condition d’équilibre sur un marché

obligataire, a été réalisée entre 1976 et 1978, sur la base de modèles stochastiques en temps con-

61



Chapitre 2 : l’équilibre d’arbitrage

tinu. Pas moins de trois sources indépendantes doivent être citées : Cox, Ingersoll et Ross [1981],

Richard [1978], et Vasicek [1977].1

L’influence de ces travaux, — et notamment ceux de Cox, Ingersoll et Ross —, a été et est encore

telle qu’ils sont considérés à juste titre comme des contributions essentielles à la théorie de la

structure par terme des taux d’intérêt. Pourtant, aucun d’entre eux ne constitue, à proprement

parler, unenouvellethéorie de la hiérarchie des taux.

En réalité, l’aspect le plus novateur des modèles d’arbitrage de la structure des taux est, avant tout,

de nature méthodologique. L’emploi du principe de non-arbitrage impose, en effet, l’identification

a priori des facteurs d’incertitude qui affectent l’économie, de façon à pouvoir sélectionner un

sous-ensemble de titres offrant la meilleure protection possible contre le risque. La perspective

est donc purement financière, mais procède d’une description explicite de la structure intime de

l’économie. En examinant ces modèles, on différencie immédiatement les hypothèses strictement

nécessaires à l’application de la condition d’arbitrage, des hypothèses spécifiques aux titres con-

sidérés. Par nature, ces hypothèses spécifiques sont exogènes au modèle, et peuvent donc être

choisies, soit de manière totalement arbitraire, soit en référence à une théorie définie par ailleurs.

Dès lors, on peut envisager de réexaminer, dans cette perspective, les théories traditionnelles de la

structure des taux, afin, d’une part, d’analyser leur compatibilité avec l’équilibre d’arbitrage, et,

d’autre part, de distinguer précisément en elles ce qui relève d’une théorie générale des marchés

financiers, de ce qui est propre au domaine considéré. Cette démarche s’est avérée fructueuse.

Sous l’impulsion de Cox, Ingersoll et Ross, le champ théorique de la structure des taux a été

notablement clarifié.

Dans l’esprit de notre travail, un autre résultat s’avère également important. Comme nous l’avons

dit, les modèles d’arbitrage sont remarquablement transparents, et affichent sans détour leurs lim-

ites. Ces limites, parce qu’elles sont de nature fondamentale, tendent à accréditer l’idée selon

laquelle le problème de la structure par terme ne peut être traité dans un cadre purement financier,

et relève de considérations économiques beaucoup plus générales.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. Suite à cette introduction, nous nous livrons, dans la

section 2, à un exercice préliminaire indispensable, à savoir l’interprétation économique des mod-

1Les années précisées ici sont celles de la publication des articles définitifs. Lesworking papersou versions prélim-
inaires correspondants ont été réalisés entre 1976 et 1978.
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èles stochastiques en temps continu. Nous pourrons ainsi, avant de nous focaliser sur des résultats

formels parfois complexes, mieux cerner la portée intrinsèque des modélisations proposées. Dans

la section 3, nous exposons le modèle « générique » d’équilibre d’arbitrage, décrivant les con-

traintes auxquelles sont soumis les prix des bons sans coupon, dans une économie affectée par

K sources d’incertitude. Utilisant ce modèle dans la section 4, nous montrons qu’il est possi-

ble de réexaminer en profondeur la théorie des anticipations, à travers ses quatre versions pures.

Les clarifications théoriques induites sont mises en valeur. Dans la section 5, nous prolongeons

cet examen en analysant certaines instanciations du modèle générique àK facteurs, dans l’esprit

de la théorie des anticipations. Ce travail permet de mettre en exergue les qualités des modèles

d’équilibre d’arbitrage, d’un point de vue empirique. Toutefois, nous montrons également que les

limites de la méthode sont telles que le choix d’une spécification devient totalement arbitraire.

Nous confirmons ce doute dans la section 6, en livrant un argument formel puissant, démontrant

que l’équilibre issu de cette méthode est incapable de donner une visiona priori cohérente de la

structure par terme des taux d’intérêt. Nous concluons ce chapitre dans une section 7, dans le sens

de notre travail.
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Section 2 Une interprétation économique des modèles stochastiques
en temps continu

2.1 Introduction

Dans le cadre d’un modèle en temps continu, les transactions peuvent avoir lieu à n’importe quel

instant du temps.

Comme le note habilement Merton [1973b, p.869], cette situation peut être justifiée par l’hypothèse

souvent émise du marché sans friction : s’il n’existe aucun coût de transaction, aucune taxe, et si les

actifs peuvent être échangés en n’importe quelle quantité, les investisseurs préférerons réviser la

composition de leur portefeuille à tout instant. En d’autres termes, cela signifie qu’en l’absence de

contraintes externes, les investisseurs auront naturellement tendance à raisonner en temps continu,

et cela indépendamment du fait qu’ils décident, ou non, de réaliser effectivement des transactions.

Dans ces conditions, le choix du temps discret s’interprète comme une reconnaissance implicite

de l’existence de coûts de transaction, ou de problèmes d’indivisibilité. Mais, on doit également

admettre que ces frictions autorisent l’adoption d’unhorizon de transaction(l’intervalle de temps

minimum entre deux transactions) fixe et constant dans le temps.

À cette assertion difficile à justifier, s’ajoute un autre problème. On doit, en effet, s’attendre à ce

que l’équilibre atteint sur un marché ouvert périodiquement dépende de la longueur de l’horizon

de transaction considéré.2 Virtuellement, et involontairement, un modèle en temps discret traite

donc des conséquences synergiques de l’imperfection des marchés et du comportement des in-

vestisseurs. La lisibilité des résultats ne peut qu’en souffrir.

Ces remarques nous invitent à sélectionner comme horizon de transaction le « plus petit inter-

valle de temps », de façon à éviter tout conflit avec les préférences des investisseurs. Suivant Cox,

Ingersoll et Ross [1981, p.770], on doit admettre que le seul choix non-ambigu de ce point de vue

conduit à travailler en temps continu.3

Dès lors se pose la question de la représentation des variables aléatoires, et, plus généralement, de

2Suivant Merton, on peut remarquer qu’un investisseur prenant une décision irrévocable pour dix ans, ne choisirait
pas de la même façon s’il pouvait réorganiser la composition de son portefeuille à tout instant.

3Au-delà de cette motivation « théorique », on doit tout simplement reconnaître que, en règle générale, les manipu-
lations formelles nécessitées par un modèle sont bien plus simples lorsque celui-ci est exprimé en temps continu.
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l’outil mathématique requis pour mener à bien une analyse en incertitude et en temps continu.

Supposons que nous ayons à modéliser les évolutions d’une variable au cours du temps. En univers

certain, on pourra utiliser une représentation classique, sous forme d’un modèle dynamique déter-

ministe, du type4

dy(t) = µ(y, t) dt (2.1)

pour t ∈ [0, T ], et sous la condition initialey(0) = y0. L’équation (2.1) est une équation dif-

férentielle ordinaire, pouvant être résolue, après spécification de la fonctionµ, à l’aide des règles

standards de calcul différentiel.

En univers incertain,y est une variable aléatoire, et il nous faut introduire un aléa dans la représen-

tation (2.1). Dans le cadre de la littérature considérée ici, la dynamique dey est modélisée sous

forme d’unprocessus d’Itô, défini par uneéquation différentielle stochastiquede la forme

dy(t) = µ(y, t) dt + σ(y, t) dz(t), (2.2)

où µ(y, t) est un paramètre de tendance,σ(y, t) est un paramètre de dispersion, etz(t) désigne

un processus de Wiener standard. Ces notions relèvent ducalcul stochastique, une branche des

mathématiques traitant des processus aléatoires continus. L’utilisation du calcul stochastique en

économie est motivée par la puissance des outils qu’il propose.5

Toutefois, pour plusieurs raisons, l’équation (2.2) semble contraignante :

• les accroissements de la variablez(t), qui modélise le choc aléatoire intervenu à l’instantt,

sont normaux,

• la tendanceµ(y, t) dt et le choc aléatoire totalσ(y, t) dz(t) interviennent sur la dynamique

dey(t) de manière additive,

• seuls les deux premiers moments de dy(t) sont référencés,

4D’une manière générale, la notation fonctionnellef(g, t) sera utilisée comme abréviation def(g(t), t)) : la valeur
de la fonctionf à l’instantt peut dépendre explicitement du temps et de la valeur de la fonctiong, prise à l’instantt.

5Une présentation rapide des outils de base du calcul stochastique est donnée en annexe générale B, page 330. Le
processus de Wiener standard est présenté en annexe générale B.1.
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• la trajectoire dey est continue.

Si ces contraintes se révélaient fortes, on pourrait mettre en doute la capacité du calcul stochastique

à représenter correctement la réalité, et la portée des modèles en temps continu s’en trouverait, de

ce fait, réduite.

De ce point de vue, l’examen du processus (2.2) et des hypothèses économiques sous-jacentes

apparaît comme une précaution méthodologique élémentaire. Pour ce faire, nous allons d’abord

préciser la signification du modèle (2.2), puis exhiber les hypothèses mathématico-économiques

nécessaires à sa justification.

2.2 Propriétés et comportement dynamique des processus d’Itô

Les qualités du processus dynamique (2.2) peuvent être analysées à partir des propriétés math-

ématiques du processus de Wiener. Le terme dz(t) joue le rôle de choc exogène, perturbant la

trajectoire dey(t). Les chocs sont générés par le processus de Wiener standardz(t).

Le processusz(t) possède les propriétés suivantes :

1. les accroissements dez(t) au cours du temps sont indépendants ;

2. tout accroissement dez(t) au cours du temps est distribué selon une loi normale, d’espérance

nulle et de variance égale à la longueur de l’intervalle de temps considéré ;

3. la trajectoire dez(t) est continue mais n’est dérivable en aucun point.

Intuitivement, ces propriétés font du processus de Wiener une transposition, en temps continu, des

aléas gaussiens introduits dans les modèles dynamiques discrets. En effet, en temps continu, il faut

exprimer lemouvement instantanédu processusy(t) à l’instantt, et le choc aléatoire qui affecte

y(t) doit donc, lui-même, être exprimé en terme de mouvement.

Imaginons quez(t) représente la hauteur atteinte par une particule physique à l’instantt, représen-

tée sur un graphique dont l’abscisse est le temps (le schéma 2.2 donne une trajectoire possible de

cette particule). Les propriétés dez(t) évoquées ci-dessus se lisent alors de la façon suivante :

• ses accroissements étant indépendants,z(t) est un processus « sans mémoire ». L’histoire

66



Chapitre 2 : l’équilibre d’arbitrage

0

z(t)

t

6

-

Schéma n◦4 : Exemple de trajectoire pour un processus de Wiener standard.

passée de la particule n’influence pas sa course future. En d’autres termes, son comporte-

ment futur dépend de sa position actuelle mais non de la façon dont elle y est arrivée ;

• l’espérance de son incrément étant nulle,z(t) ne subit aucune dérive systématique. De plus,

la variance de son déplacement entret et un moment ultérieur croissant comme la longueur

de l’intervalle de temps considéré,z(t) n’est soumis à aucune force tendant à restaurer sa

position d’origine ;

• la trajectoire dez(t) n’étant dérivable en aucun point, la particule n’a aucune vélocité.6

Ces caractéristiques font du processus de Wiener le prototype de l’aléa dynamique pur, si bien

qu’il est utilisé intensivement dans le cadre de la théorie des processus stochastiques.

On peut toutefois se demander si la propriété de normalité des incréments de cet aléa n’est pas re-

strictive. À l’évidence non, ou, tout du moins,pas plus que ne l’est la normalité des aléas ajoutés

aux modèles discrets. La normalité de dz(t) est, en effet, justifiée par le Théorème Central Lim-

ite, qui, en quelque sorte, autorise l’utilisation d’une loi normale pour modéliser un phénomène

résultant d’un grand nombre de phénomènes indépendants et de faible amplitude.

De la définition d’un processus de Wiener découle deux propriétés importantes, qui éclairent la

6Cette dernière remarque est particulièrement importante, dans la mesure où elle interdit de considérer dz(t) comme
une différentielle classique, et justifie donc l’utilisation de règles de calcul spécifiques.
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signification d’un processus d’Itô. Considérant que dz(t) s’exprime commez(t + dt) − z(t), on

trouve aisément l’expression de l’espérance et de la variance de dz(t), connaissant sa position

courantez(t) :

E [dz(t) | z(t)] = 0 (2.3)

V [dz(t) | z(t)] = dt. (2.4)

Examinant à nouveau la différentielle stochastique

dy(t) = µ(y, t) dt + σ(y, t) dz(t), (2.5)

on peut alors calculer

E [dy(t) | y(t)] = µ(y, t) dt (2.6)

V [dy(t) | y(t)] = σ2(y, t) dt. (2.7)

Ainsi, µ(y, t) est l’espérance du changement dey(t) par unité de temps. Ce terme, aléatoire mais

parfaitement connu ent, représente la composante déterministe de la trajectoire dey, car dt n’est

pas aléatoire.

De même,σ2(y, t) est la variance du changement dey(t) par unité de temps. Cette variance,

aléatoire mais connue ent, contrôle la force avec laquelle le choc dz(t) perturbe la trajectoire

dey. Comme E[dz(t) | z(t)] = 0, le termeσ2(y, t) dz(t) représente la composante imprévue du

changement dey, soit, en d’autres termes, la surprise totale intervenue sur dy(t).

La différentielle stochastique (2.5) montre que le comportement dynamique dey, à l’instantt, est

entièrement décrit par la donnée des deux paramètres infinitésimaux du processus,µ et σ. Bien

que ces paramètres soient, en eux-mêmes, très généraux (ils peuvent dépendre du niveau atteint

par le processus et du temps), ils interviennent dans la différentielle stochastique de façon tout à

fait particulière.

Dans quelle mesure le processus stochastique décrit par (2.5) peut-il représenter fidèlement le
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comportement dynamique des variables économiques et financières ? C’est à cette question que

nous allons tenter de répondre maintenant.

2.3 Une lecture économique du calcul stochastique

Dans la réalité économique, les indicateurs évoluent de façon discrète. Sur un marché financier,

par exemple, il s’écoule toujours un certain laps de temps entre deux transactions successives,

et le cours d’un titre n’est donc pas défini à tout instant. Un jeu d’hypothèses mathématico-

économiques, permettant de justifier l’utilisation d’un processus tel que (2.5) pour représenter

l’évolution du cours d’un titre, a été proposé par Merton [1975, 1982, et 1992, chapitre 3]. Ces

hypothèses se présentent sous la forme de conditions suffisantes pour qu’un processus d’Itô puisse

être considéré comme limite d’une modélisation discrète.

Considérons un marché financier, caractérisé par un horizon de transactionh. La valeur deh

désigne, comme nous l’avons vu, l’intervalle de temps de longueur minimale entre deux trans-

actions successives. Dans un cadre théorique standard, le processus de tâtonnement conduisant à

l’équilibre est instantané, et la durée d’une séance de marché (c’est-à-dire l’intervalle de temps

entre l’ouverture et la fermeture de la séance) est infiniment courte. Dans ce cas,h désigne égale-

ment la longueur de l’intervalle de temps qui sépare deux séances successives de marché. Comme

toujours en temps discret, on suppose queh n’est pas sous le contrôle des investisseurs.

La structure du marché étant ainsi définie, on s’intéresse à l’évolution du prix d’un titre risqué,

entre les instants 0 etT ≡ nh, avecn > 0. SoitX(t) le prix de ce titre à l’instantt, et∆(k) ≡
X(hk) −X(h(k − 1)) le changement deX entre les instantsh(k − 1) et hk, c’est-à-dire sur la

périodek. La variation deX entre 0 etT s’écrit

X(T )−X(0) =
n∑

k=1

∆(k), (2.8)

soit la somme des variations intervenues sur lesn sous-périodes de longueurh. Transformer (2.8)

en temps continu consiste à garder l’intervalle de temps[0, T ] constant, et à faire croître à l’infini

le nombren de sous-périodes. À la limite, l’horizon de transactionh devient égal à l’élément

infinitésimal dt.

En l’absence d’informations supplémentaires, on ne peut rien dire sur la distribution limite du

processus. L’analyse consiste donc à poser des contraintes sur le processus discretX, de façon
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à pouvoir déterminer, lorsqueh tend vers zéro, la loi de probabilité de la variation deX, sur un

intervalle de temps de longueur dt, et sur un intervalle de temps de longueur finie quelconque.

Ces contraintes seront bien entendu choisiesde façon à ce que la dynamique limite deX(t) se

conforme à celle d’un processus d’Itô. Gardant à l’esprit l’interprétation économique donnée à

X(t) et àh, nous pourrons ainsi évaluer le caractère plus ou moins restrictif des hypothèses émises.

On distinguera deux groupes d’hypothèses : celles qui portent directement sur les moments des dis-

tributions étudiées, c’est-à-dire sur l’évolution « macroscopique » du cours boursierX(t), et celles

qui détaillent la structure interne des lois, c’est-à-dire l’ensemble des événements qui expliquent

les variations du cours. Comme nous allons le voir, le premier groupe d’hypothèses n’est pas

restrictif. Au contraire, il permet d’associer àX(t) des propriétés dynamiques qui sont nécessaire-

ment celles d’un cours boursier. Par contre, le deuxième groupe d’hypothèses introduit certaines

limites.

2.3.1 L’évolution macroscopique du cours boursier

Avant de procéder, on définit un certain nombre de termes. Notonsε(k) le changement de prix (le

rendement) imprévu sur la périodek, compte tenu de l’information disponible en fin de période

k − 1. On a

ε(k) ≡ ∆(k)− Ek−1 {∆(k)} . (2.9)

Par construction Ek−1 {ε(k)} = 0, et ε(k) désigne donc la surprise ayant affecté le rendement du

titre à la périodek.

La somme des surprises intervenues sur l’intervalle[0, T ] est définie par

S(n) =
n∑

k=1

ε(k). (2.10)

Comme E0 {ε(k)} = 0, E0 {S(n)} = 0. Et

V0 {S(n)} = E0

{
S(n)2

}
(2.11)
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désigne donc la variance deS(n), conditionnelle à l’information disponible au début de la période

0. Compte tenu des définitions précédentes, V0 {S(n)} est la variance conditionnelle du rendement

sur l’intervalle[0, T ], et représente donc une mesure du risque, estimé à l’instant 0, induit par la

détention jusqu’enT du titre de prixX.

On émet alors l’hypothèse suivante :7

Hypothèse 1 Il existeA1 > 0, constante indépendante den, telle que V0 {S(n)} ≥ A1.

La variance du cours étant ainsi bornée inférieurement par une constante strictement positive, la

détention du titre esttoujours une opération risquée, même lorsque l’intervalle entre deux cota-

tions est très petit.

Hypothèse 2 Il existeA2 < ∞, constante indépendante den, telle que V0 {S(n)} ≤ A2.

Cette hypothèse signifie que le risque, généré par le titre sur la période de détention considérée,

reste borné supérieurement, quel que soit le rythme des ouvertures et fermetures des séances de

marché. Le risque n’est doncjamais infini.

En résumé, les hypothèses 1 et 2 assurent que la réduction du temps séparant deux cotations ne

conduit pas à la dégénérescence du risque induit par le titre. Ces deux postulats, bien loin d’être

restrictifs, sont en fait constructifs.8

Ayant ainsi caractérisé l’incertitude globale sur l’intervalle[0, T ], on s’intéresse maintenant à la

répartition de cette incertitude sur lesn sous-périodes. Notons

V0 {k} ≡ E0

{
ε2(k)

}
(2.12)

la variance du rendement sur la périodek, conditionnée par l’information disponible à l’instant 0,

et

V0 ≡ max
k

V0 {k} (2.13)

7Toutes les hypothèses ci-après sont supposées vérifiées pour tout intervalle fini[0, T ].

8On pourrait objecter que l’hypothèse 2 interdit, en particulier, l’utilisation de lois stables du type Pareto-Levy,dont
la variance est infinie. Mais le point de vue adopté ici pour évaluer les restrictions introduites par l’utilisation d’un
processus d’Itô reste strictement empirique.
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la variance maximale perçue en 0 sur une sous-période de[0, T ].

Hypothèse 3 Il existeA3 > 0, constante indépendante den, telle que V0 {k} /V0 ≥ A3 pour tout

k = 1, · · · , n.

La constanteA3 étant strictement positive, cette hypothèse signifie que l’incertitude, créée par les

variations deX, n’est pas concentrée sur certaines sous-périodes de[0, T ]. Or, dans la réalité finan-

cière, les rendements des titres sont toujours incertains, même lorsqu’on considère des intervalles

de temps très petits, et l’hypothèse 3 est donc parfaitement justifiée.9

Les trois premières hypothèses qualifient donc le risque induit par la détention d’un actif : sur toute

période finie[0, T ], ce risque n’est ni nul ni infini, et réparti sur les différentes sous-périodes. On

peut montrer que, dans ces conditions, la variance V0 {k} sur une sous-période de longueurh doit

être asymptotiquement proportionnelle àh pour toutk = 1, · · · , n (et on écrira V0 {k} ∼ h).10

Ainsi, lorsqueh deviendra très petit (h = dt), la variance V0 {k} sera de l’ordre de grandeur deh.

La quatrième hypothèse assure que le rendement anticipé, par unité de temps, conditionnel à

l’information disponible au début de la période,

µk ≡ Ek−1 {∆(k)} /h, (2.14)

est borné.

Hypothèse 4 Pour touth, pour toutk = 1, · · · , n, l’espéranceµk est définie, et il existe une

constanteA4 < ∞, indépendante deh, telle que|µk| ≤ A4.

Ainsi, aussi petit que soith, le rendement anticipéµk reste fini. L’hypothèse 4 est parfaitement

conforme à la réalité.

La dernière hypothèse générale est la suivante :

9Comme le note Merton [1992, chapitre 3, p.63], l’hypothèse 3 interdit de considérer un ticket de loterie, dont le
tirage a lieu à l’instantT . Dans ce cas, V0 {k} = 0 pourk = 1, · · · , n − 1, et toute l’incertitude, V0 {n}, est donc
concentrée sur la dernière période. Toutefois, ce type de titre n’intéresse pas directement les marchés financiers.

10On a V0 {k} ∼ h si et seulement si V0 {k} = O(h) et V0 {k} 6= o(h), où « grand O » et « petit o » sont les
notations de Landau (voir page 329).
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Hypothèse 5 X(t) est un processus markovien.

Se plaçant à l’instantt, la distribution des valeurs futures deX ne dépend donc que de sa valeur

couranteX(t), et toute autre information est inutile.

S’agissant d’un cours boursier, l’hypothèse 5 semble placer surX(t) une contrainte extrêmement

forte, voire irréaliste.

Pourtant, cette hypothèse est beaucoup moins restrictive qu’il n’y paraît, car la plupart des pro-

cessus non-markoviens peuvent être transformés en processus markoviens, grâce à une technique

appelée « expansion des états », consistant à ajouter des variables supplémentaires. On obtient

ainsi un vecteur de processusconjointement markoviens, représentant parfaitement le processus

X(t) d’origine.

La véritable restriction est en fait la suivante : la distribution conditionnelle de la variable à mod-

éliserne dépend que d’un nombre fini d’informations passées, ce qui est pratiquement le cas dans

toute modélisation économique.

Ainsi, nous pouvons poursuivre notre exposé au prix d’une legère modification de l’interprétation

donnée initialement au processusX(t). Cette variable ne représente plusdirectementle cours

boursier du titre, maisindirectement, via la technique d’expansion des états :X(t) est l’un des

processus du vecteur obtenu au terme de cette expansion.

Ayant admis le caractère non-restrictif de ces hypothèses générales, nous focalisons maintenant

notre attention sur une sous-périodek de l’intervalle[0, T ], pour nous intéresser à la distribution

de la surpriseε(k) intervenue sur cette période, c’est-à-dire aux événements qui déterminent les

variations du cours boursier.

2.3.2 La structure probabiliste des variations du cours boursier

Admettons queε(k) puisse prendre une valeur parmim valeurs distinctes (m fini), notéesε1, · · · , εm,

de probabilité conditionnelle respectivep1, · · · , pm.11 On suppose également qu’il existe une con-

11Le conditionnement des réalisations et des probabilités par la périodek est omis afin d’alléger les notations.
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stanteM < ∞, indépendante den, telle queε2j ≤ M pour toutj = 1, · · · ,m.12

Compte tenu des hypothèses précédentes, on peut démontrer que les événementsj tels quepjε
2
j ∼

h sont les seuls à contribuer de manière significative aux propriétés asymptotiques de la distribu-

tion deX, et qu’il est donc raisonnable d’admettre que cette relation est vérifiée pour toutj.

On fait alors l’hypothèse suivante.

Hypothèse 6 Pour tout j = 1, · · · ,m, il existe des constantesqj et rj telles quepj ∼ hqj et

εj ∼ hrj .

Considérée isolément, cette hypothèse est plutôt difficile à interpréter. Elle limite simplement

l’ensemble des fonctionspj et εj , perçues en tant que fonctions deh. Mais, de cette hypothèse, on

tire directementpjε
2
j ∼ hqj+2rj , et, commepjε

2
j ∼ h, on obtient

qj + 2rj = 1. (2.15)

En outre, puisquepj ≤ 1 et ε2j est borné, on voit que l’hypothèse 6 impliqueqj > 0 et rj > 0.

Utilisant (2.15), on en conclut que

0 ≤ qj ≤ 1 (2.16)

0 ≤ rj ≤ 1/2. (2.17)

Ces relations doivent être satisfaites pour tout événementj. On établit ainsi un rapport strict entre

la rareté d’un événement (la faiblesse depj) et la puissance de son effet (la grandeur deεj) : plus

un événement a une amplitude forte (rj proche de1/2), plus sa probabilité d’occurrence doit être

faible (qj proche de 0).

Ceci permet d’exclure toute possibilité de domination d’un événement — qui serait à la fois

fréquent et puissant — dans l’explication des rendements obtenus sur un titre, lorsque l’intervalle

de temps entre deux cotations se réduit.

12Les réalisations sont ici supposées discrètes et bornées. Toutefois, les résultats exposés peuvent être étendus, sans
perte de généralité, aux distributions continues et bornées, ainsi qu’à la distribution normale.

74



Chapitre 2 : l’équilibre d’arbitrage

Les valeurs limites derj et qj , données par (2.15), (2.16) et (2.17), sont particulièrement signi-

ficatives. Elles permettent, notamment, de partitionner les événements selon leur rareté relative.

Suivant Merton [1992, chapitre 3, p.65], on distingue trois types d’évènements :

• les événements de « type I », tels querj = 1/2. Ils sont d’amplitude faible (εj ∼ h1/2) et

donc relativement fréquents (qj = 0 et doncpj ∼ 1). Ils sont en fait si fréquents que, pour

h petit, virtuellement toutes les observations deε(k) seront de ce type. On peut montrer

que, lorsque tous les événements sont de ce type, la trajectoire en temps continu deX est

elle-même continue ;

• les événements de « type II », tels que0 < rj < 1/2. Ils sont à la fois d’amplitude plus forte

et beaucoup plus rares que les événements précédents, mais leur forceεj reste toutefois

d’un ordre égal à une puissance deh.13 Ces événements sont rares, mais ne remettent pas

en cause la continuité des trajectoires deX ;

• les événements de « type III », tels querj = 0. Ils sont extrêmement puissants (εj ∼ 1, leur

amplitude ne dépend plus deh), et très rares (pj ∼ h, leurs apparitions se raréfient aussi vite

queh tend vers zéro). Contrairement aux événements de type II, la rareté des événements

de type III est suffisante pour altérer la continuité de la trajectoire deX. La survenance d’un

événement de ce type provoque un saut brutal de la trajectoire, une discontinuité.

Bien qu’extrêmement rares, les événements de type III influencent significativement la distribu-

tion des cours. Si on admet leur présence, on doit faire appel, en temps continu, à une classe

de processus beaucoup plus large que celle des processus d’Itô : les processus « mixtes » Itô et

Poisson.

Ainsi, sous les six hypothèses précédemment exposées, le cours du titre peut être modélisé sans

perte de généralité par une différentielle stochastique de la forme

dX(t) = {µ(X, t)− λ(X, t)} s(t) dt + σ(X, t) dz(t) + s(t) dQ(t). (2.18)

À l’instar d’un processus d’Itô,µ est le changement anticipé deX par unité de temps,σ2 est la

variance du changement deX par unité de temps (avecµ etσ conditionnés par la survenance d’un

événement de type I ou II), et dz(t) est l’incrément d’un processus de Wiener.

13La rareté est définie ici parpj = o(1), c’est-à-dire quepj est très petit devant la somme des probabilités de tous
les événements, lorsqueh tend vers zéro.
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Schéma n◦5 : Exemple de trajectoire pour un processus mixte Itô et Poisson.

Les termes supplémentaires modélisent les effets des événements de type III sur la trajectoire de

X (un exemple de trajectoire est donnée au schéma 2.3.2). Le processusQ(t) est unprocessus de

Poissonde paramètreλ, oùλ désigne le nombre moyen d’occurrence des événements de ce type

par unité de temps.

En particulier,Q(t) possède les propriétés suivantes :

1. les accroissements deQ(t) au cours du temps sont indépendants ;

2. tout accroissement deQ(t) au cours du temps est distribué selon une loi de poisson, dont le

paramètre estλ fois la longueur de l’intervalle de temps considéré ;

3. la trajectoire deQ(t) est discontinue.

La propriété 2 implique que la probabilité de survenance de plus d’un événement par unité de

temps dt est presque nulle. Ceci montre bien queQ(t) modélise les événements rares.

Dans la différentielle stochastique (2.18),s(t) désigne donc une variable aléatoire qui transforme

des sauts intervenus sur dQ(t) en sauts sur dX(t), ets(t) est l’espérance des(t) conditionnée par

l’apparition d’un événement de type III. Le terme−λs désigne donc le changement instantané

anticipé deX par unité de temps, créé par la possible apparition des événements de type III.
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Dès lors, pour justifier l’utilisation d’un processus d’Itô comme représentation limite du processus

X, c’est-à-dire

dX(t) = µ(X, t) dt + σ(X, t) dz(t), (2.19)

il suffit de poser que la probabilité d’apparition d’un événement de ce type est nulle (λ = 0), soit,

en d’autres termes, de poser l’hypothèse

Hypothèse 7 Aucun événement de type III n’est susceptible d’affecter la trajectoire du processus

X(t).

Il s’agit ici certainement de l’hypothèse la plus contraignante. Sa signification est claire : util-

isant (2.19) comme représentation d’un processus économique, on admet implicitement que les

phénomènes derupturesont négligeables dans l’explication de son comportement dynamique.

Dans le cadre des théories financières, cette prise de position est particulièrement importante. Elle

conduit à privilégier une vision « fluide » des marchés financiers, réagissant doucement aux nou-

velles informations,parce qu’aucun événement exceptionnel ne peut survenir.Dans ce contexte,

les agents (rationnels) ne vont pas intégrer dans leur comportement une telle éventualité (par ex-

emple, une brusque rupture de politique monétaire). Or, dans un environnement financier sou-

vent instable, on peut raisonnablement supposer que les investisseurs sont sensibles à l’éventualité

d’une catastrophe.

Bien entendu, l’hypothèse 7 ne disqualifie pas les modèles économiques à base de processus d’Itô.

Simplement, ses conséquences doivent êtres gardées à l’esprit.

2.4 Conclusion

Nous venons donc de présenter une interprétation économique des modèles stochastiques en

temps continu. Ayant justifié le choix du temps continu comme conséquence de la perfection des

marchés, nous avons d’abord présenté le processus stochastique le plus utilisé en temps continu :

le processus d’Itô. En première approche, nous avons exhibé plusieurs caractéristiques de ce pro-

cessus, pouvant jeter le doute sur sa généralité. Nous nous sommes dès lors naturellement posé la

question de son aptitude à modéliser correctement les variables économiques et financières.
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Pour ce faire, nous avons exposé et examiné un certain nombre d’hypothèses mathématico-économiques,

permettant de préciser les restrictions sous-jacentes à ce type de modélisation. Considérant un pro-

cessusX(t) décrivant l’évolution du prix d’un titre au cours des séances successives de marché,

sept hypothèses garantissent queX peut être représenté en temps continu par un processus d’Itô,

sans perte de généralité. Étudiant un premier groupe d’hypothèses concernant les moments des

distributions de probabilité impliquées, notre première impression s’est avérée positive. En effet,

nous avons rencontré

• quatre hypothèses relatives au risque et au rendement du titre considéré, parfaitement en

accord avec les données empiriques ;

• une hypothèse imposant àX d’être un processus « sans mémoire ». Il s’est avéré que cette

hypothèse, apparemment restrictive, était en réalité de nature essentiellement technique.

Il a ensuite été nécessaire de préciser en détail les distributions de probabilité admissibles. Ajoutant

une sixième hypothèse légère, nous avons pu répartir les événements en trois catégories (les événe-

ments courants, rares, et très rares), et montrer que la force de chacun de ces événements croissait

en raison inverse de leur fréquence. Pour justifier l’utilisation de processus d’Itô, il nous a fallu

émettre une septième et dernière hypothèse, excluant toute apparition d’un événement très rare.

Cette dernière hypothèse a pour conséquence importante de garantir la continuité de la trajec-

toire de prixX, éliminant les sauts provoqués par les événements exceptionnellement rares mais

exceptionnellement puissants.

En définitive, le processus d’Itô s’avère tout à fait capable de modéliser des variables économiques

ou financières, à ceci près qu’il exclut de prendre en compte tout phénomène catastrophique ou

de rupture. Les modèles financiers que nous allons examiner dans ce chapitre supposent donc

implicitement que l’environnement évolue de façon non-brutale.
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Section 3 Le modèle générique d’équilibre d’arbitrage sur un marché
soumis àK sources d’incertitude

3.1 Introduction

Un modèle très général de structure des taux, fondé sur le principe de non-arbitrage, a été proposé

par Cox, Ingersoll et Ross [1981]. Le principal résultat de ce modèle est une équation différen-

tielle, appeléeéquation de structure par terme, devant être respectée par la fonction prix des actifs

obligataires.

Pour obtenir cette équation, on procède en trois temps.

1. On identifie, sous forme de processus d’Itô, les sources d’incertitude qui affectent l’économie,

puis on postule que les prix des bons sans coupon dépendent de ces sources,via un cer-

tain nombre de variables d’état, sans toutefois préciser la forme de cette relation. Utilisant

alors le théorème fondamental du calcul stochastique (lelemme d’Itô), on peut exprimer les

paramètres des processus suivis par les prix en fonction des caractéristiques dynamiques

des variables d’état sous-jacentes, et des dérivées partielles de la fonction prix par rapport

au temps et aux variables d’état.

2. On réunit un certain nombre de bons sans coupon, de façon à constituer un portefeuille

dont la détention soit sans risque sur l’instant suivant. Invoquant la condition d’arbitrage,

on égalise alors naturellement le rendement instantané de ce portefeuille au taux court du

marché, et on obtient ainsi une relation entre l’espérance et la volatilité du changement

instantané du prix de chacun des titres, c’est-à-dire entre les deux paramètres de la fonction

prix.

3. Confrontant alors cette dernière relation avec les équations définissant les paramètres de

la fonction prix, on obtient une équation différentielle ordinaire. Cette équation peut être

résolue après adjonction de conditions aux bornes, spécifiques à l’actif obligataire.

La généralité du travail de Cox, Ingersoll et Ross réside dans la structure de l’économie modélisée :

elle est soumise àK sources d’incertitude, et est décrite parN variables d’état (avecN ≥ K) non-

spécifiées. De ce fait, le modèle représente une « matrice », capable d’engendrer une multitude de

modèles plus spécifiques : il suffit pour cela de fixer la valeur deK et deN , et de préciser la

signification économique desN variables d’état sélectionnées.
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Après avoir précisé les concepts de base qui définissent la structure des taux en temps continu,

nous exposons les hypothèses constitutives du modèle àK facteurs, puis décrivons les différentes

étapes qui conduisent à l’équation de structure par terme. Enfin, nous analysons les potentialités

de ce modèle.

3.2 La structure des taux en temps continu : définitions

Comme précédement, nous considérons des obligations sans coupon, de valeur faciale unitaire,

et exemptes de tout risque de défaut. Une telle obligation paye une unité de numéraire, de façon

certaine, à la date de son échéance.

Le prix à l’instantt d’une obligation d’échéances (avect ≤ s) est donné par la fonctionP (t, s),

supposée dérivable en chacun de ses arguments. La maturité de cette obligation estT ≡ s− t. On

a, par définition

P (s, s) ≡ 1. (3.1)

Le taux de rendement interne

Le taux de rendement interne (« yield to maturity ») d’un bon de prixP (t, s), notéR(t, s), est

défini ici comme le taux de rendement qui, appliqué continûment à un investissement de montant

P (t, s) en t, permet d’obtenir une unité monétaire à l’instants. Littéralement, on écrira donc

P (t, s) exp {R(t, s)(s− t)} ≡ 1. La formule d’actualisation équivalente est

P (t, s) ≡ exp {−R(t, s)(s− t)} . (3.2)

Résolvant enR(t, s), il vient

R(t, s) = − ln {P (t, s)}
s− t

. (3.3)

Pour un bon d’échéances ent, le taux de rendement interne sera donc positif (négatif) si son prix

est inférieur (supérieur) à l’unité.
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En tant que fonction des, R(t, s) définit la structure des taux d’intérêt à l’instantt. Sa forme est

totalement déterminée par la structure des prixP (t, s), etvice-versa.

Le taux d’intérêt instantané

Le tauxr(t) est le taux instantané au comptant, porté par un prêt devant être remboursé un instant

après (la durée de cet instant étant infiniment petite). Il peut donc être défini comme la limite du

taux d’intérêtR(t, s), porté par un bon dont la maturités− t tend vers zéro.

Formellement, on écrira

r(t) ≡ lim
s→t

R(t, s) (3.4)

La signification de ce taux « infiniment court » est plus difficile à saisir que dans le cas discret.

Suivant Vasicek [1977, p.178], on peut préciser que la valeurW d’un prêt, accordé à ce taux,

augmentera d’un montant égal à

dW = Wr(t) dt, (3.5)

et ceci de façon certaine. Compte tenu de l’importance particulière accordée à l’intervalle de temps

de longueur unitaire, le tauxr(t) est souvent baptisé « taux sans risque ».

Introduisant (3.3) dans (3.4), on peut également écrirer(t) = lims→t {ln P (t, s)/(s− t)}. Pour

t = s, on a ln P (t, s) = 0 et s − t = 0. Utilisant la règle de l’Hôpital,14 il vient r(t) =

lims→t { Pt(t, s)/P (t, s)}, oùPt(t, s) désigne la dérivée partielle deP (t, s) par rapport àt. Avec

(3.1), on obtient ainsi

r(t) = Pt(t, t). (3.6)

Le taux instantané est donc égal à la pente avec laquelle le bon arrivant couramment à maturité

s’approche de l’unité, c’est-à-dire au taux de rendement qu’un investisseur peut obtenir ent sur

un intervalle de temps de longueur dt.

14Voir page 329.
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3.3 Les hypothèses du modèle

De façon standard, les marchés sont supposés parfaits :

Hypothèse 1 Il n’existe aucun coût de transaction, taxe, ou problème d’indivisibilité des actifs.

Tous les marchés sont compétitifs, tels que chaque participant soit persuadé qu’il peut acheter

ou vendre autant d’actifs qu’il le souhaite, au prix de marché. Sur ces marchés, les échanges ne

peuvent avoir lieu qu’à l’équilibre.

Travaillant en temps continu, on ajoute

Hypothèse 2 Les marchés sont ouverts continûment.15

Les marchés obligataires sont définis par :

Hypothèse 3 Il existe un marché pour l’emprunt et le prêt instantané au tauxr, et pour les prêts

et emprunts de durée supérieure. Les titres de créance sont des bons sans coupon, de valeur

faciale unitaire, exempts de tout risque de défaut. Le tauxr ainsi que les prix des divers bons sont

déterminés de façon endogène.

On confère alors aux investisseurs un comportement rationnel standard :

Hypothèse 4 Les investisseurs sont insatiables, et suffisamment tolérants vis-à-vis du risque qu’ils

puissent accepter de détenir un actif risqué ayant une espérance de rendement finie.

Cette hypothèse double est destinée à garantir un minimum de cohérence dans le fonctionnement

des marchés d’actifs risqués. En premier lieu, l’axiome de non-satiété, en interdisant toute situation

dans laquelle un individu verrait sa satisfaction augmenter en conséquence d’une diminution de sa

richesse, contraint les prix à être tels qu’aucun actif ne soit dominé.16 En second lieu, la tolérance

15Comme nous l’avons signalé, l’hypothèse 2 peut être perçue comme une conséquence naturelle de l’hypothèse 1
(cf. introduction de la section précédente, page 64).

16C’est-à-dire qu’un portefeuille constitué d’autres actifs puisse coûter moins cher tout en offrant un rendement
supérieur dans toutes les éventualités.
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au risque permet d’assurer que l’offre excédentaire d’un actif risqué donné peut être résorbée, par

une augmentation de son rendement espéré.

Ces quatre hypothèses sont complétées par :

Hypothèse 5 L’information pertinente pour les investisseurs est représentée par la valeur courante

d’un vecteurY deN variables d’état. Ces variables suivent conjointement un processus d’Itô mul-

tidimentionnel àK ≤ N chocs aléatoires. La matrice de variance-covariance des changements

des variables d’état est semi-définie positive et de rangK.

Les changements du vecteurY peuvent donc être décrits par une différentielle stochastique de la

forme17

dY (t)
(N×1)

= µ(Y , t)
(N×1)

dt + σ(Y , t)
(N×K)

dz(t)
(K×1)

(3.7)

oùµ(Y , t) est le vecteur de dimensionN des paramètres de tendance,σ(Y , t) une matrice(N ×
K) des coefficients de diffusion, telle que la matrice carréeσ2

Y ≡ σσ′ de variance-covariance des

changements des variables d’état soit semi-définie positive, et dz(t) est un vecteur deK processus

de Wiener indépendants, représentant lesK sources fondamentales d’incertitude. Comme nous

l’avons signalé, ce type de modélisation interdit toute discontinuité dans la trajectoire deY .18

La dynamique de lan-ième variable d’état,Yn, est notée

dYn(t) = µn(Y , t) dt + σ′n(Y , t)
(1×K)

dz(t)
(K×1)

(3.8)

où

• µn(Y , t) est l’espérance du changement de la variable d’étatYn, par unité de temps,19

17Dans cette thèse, les matrices référencées dans le corps du texte sont représentées en caractères gras. Lorsque cela
peut être utile, les dimensions d’une matrice sont indiquées sous la variable correspondante. De plus, on adopte les
conventions mathématiques suivantes : la dérivée d’un scalaire par rapport à un vecteur colonne (ligne) est un vecteur
ligne (colonne), et la dérivée d’un vecteur par rapport à un scalaire est un vecteur de même dimension.

18Les modélisations avec « risque de saut » ont été notamment utilisées dans le cadre de la théorie de l’évaluation
des options. Voir sur ce sujet Cox et Ross [1976] et Merton [1976].

19On a E[dzk(t) | zk(t)] = 0 pour toutk.
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• σn(Y , t) est un vecteur colonne de dimensionK, égal à la transposée de lan-ième ligne

de la matriceσ. Le termeσ2
n,k(Y , t) désigne la variance du changement deYn par unité de

temps, expliquée par lak-ième source d’incertitude.20

L’interprétation de la différentielle stochastique (3.8) est similaire à celle d’un processus d’Itô

unidimensionnel. Le changement instantané de la variableYn en t est décomposé en une somme

deK + 1 éléments :

• un premier élément qui mesure la réponse du changement deYn à l’écoulement déterministe

du temps dt, par l’intermédiaire du paramètreµn(Y , t), connu ent,

• K éléments qui mesurent la réponse du changement deYn à chacun desK chocs exogènes

indépendants, par l’intermédiaire du vecteurσn(Y , t), connu ent.

Ainsi, chaque variable d’étatY1, · · · , YN subit les mêmesK chocs exogènesz1, · · · , zK , mais

y répond de façon différente,via ses paramètres « personnels »σn. Les changements ent des

variables d’état sont donc corrélés, et cette corrélation est donnée par la matrice carréeσ2
Y de

dimensionN .

Deux contraintes pèsent sur cette matrice :σ2
Y est supposée semi-définie positive et de rangK.

La première contrainte, imposantw′σ2
Y w ≥ 0 pour tout vecteurw de dimensionN , est naturelle,

dans la mesure où cette expression est la variance d’un « portefeuille » de variables d’état, dont la

composition est décrite parw. La seconde indique qu’aucune combinaison linéaire non-nulle des

variables d’état ne permet de réduire le nombre des sources d’incertitude pertinentes : l’économie

esteffectivementsoumise àK sources de risque.21

Une dernière hypothèse permet alors de boucler le modèle, en établissant les croyances des agents

quant au fonctionnement de l’économie.

Hypothèse 6 Tous les investisseurs sont persuadés que l’économie est telle qu’elle est présentée

dans l’hypothèse 5, et ont des croyances homogènes quant à la valeur des paramètres du modèle.

20On a V[dzk(t) | zk(t)] = dt pour toutk, et Cov[dzk1(t) dzk2(t) | zk1(t), zk2(t)] = 0 pour toutk1 6= k2.

21On notera queN ≥ K est une conséquence de cette dernière contrainte.

84



Chapitre 2 : l’équilibre d’arbitrage

Compte tenu des hypothèses précédentes, l’hypothèse 6 conduit implicitement à admettre que les

anticipations des investisseurs sont rationnelles. Ceux-ci connaissent — ou croient connaître — la

véritable structure de l’économie, ainsi que la valeur des paramètres qui la caractérise à un instant

donné (µ et σ). Sachant qu’ils sont naturellement attirés par la richesse, il n’y a aucune raison

de penser (en l’absence d’hypothèses supplémentaires) que ces investisseurs n’utilisent pas « au

mieux » l’information pour prévoir le futur.22 De plus, si on ajoute que l’information pertinente est

disponible pour tous, on doit conclure que les marchés financiers de cette économie sont efficients

au sens large.

3.4 Le lien entre prix et variables d’état

La première étape de la méthode conduisant à l’équation de structure par terme consiste à utiliser

l’existence d’une relation fonctionnelle entre prix et variables d’état. Il s’agit de se placer dans les

conditions d’application du lemme d’Itô, de façon à lier la dynamique des prix aux paramètres des

variables d’état.

Dans le cadre du modèle de Cox, Ingersoll et Ross, l’existence d’une telle relation est justifiée par

l’hypothèse 6. En effet, si tous les investisseurs sont persuadés queY représente une information

réellement pertinente, ils vont naturellement conditionner leurs décisions d’offre et de demande à

cette information. Ainsi, une relation est créée entre les prix et les variables d’état,via les com-

portements individuels, et, formellement, le prixP (t, s) à l’instant t d’un bon sans coupon de

maturités− t peut être considéré comme une fonction du vecteurY .

Reste à préciser l’indice deY dans cette relation, c’est-à-dire la portion de temps prise en compte

à l’instantt par les agents pour déterminer leur offre et demande de ce bon de prixP (t, s).

Plaçons-nous à l’instantt. Intuitivement, on s’attend à ce qu’un investisseur utilise des prévisions

sur l’état de l’économie entre aujourd’hui ets, la date d’expiration de l’obligation. Dans un premier

temps, on utilise le fait queY (t) est un processus markovien23 pour éliminer toute son histoire :

du fait de cette propriété, l’information{Y (τ), τ < t} n’est d’aucune utilité pour prévoir les

22L’hypothèse 5 ne faisant aucune référence à unvrai modèle de l’économie, le postulat de rationalité des anticipa-
tions doit ici être interprété en référence à un mécanisme autoréalisateur.

23Un processus d’Itô est toujours markovien.
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développements deY (t), au-delà det. Compte tenu de cette remarque, on serait tenté d’écrire

P (t, s) = P ({Y (τ), t ≤ τ ≤ s} , t, s). (3.9)

Puis on remarque que la propriété de markov justifie également l’élimination de l’avenir deY (t) :

Y (t) est strictement suffisant pour prévoir au mieux la chronique{Y (τ), τ > t}. Ainsi, P (t, s)

ne dépend que deY (t), et on écrira de manière compacte

P (t, s) = P (Y , t, s). (3.10)

De la même façon, on montre que

r(t) = r(Y , t). (3.11)

Avant d’aller plus loin, il est important de préciser que le conditionnement deP (t, s) par Y (t)

ne signifie pas que les investisseurs sont eux-mêmes sans mémoire, et n’utilisent aucune informa-

tion historique utile pour prévoir l’avenir. Le vecteurY (t) est bien conjointement markovien, par

définition des processus multidimensionnels d’Itô, mais peut tout à fait inclure des états représen-

tatifs de l’histoire de l’économie, dans la mesure où ceux-ci s’avèrent pertinents.24 En l’absence

de toute spécification économique des variables d’état, l’écriture (3.10) doit être uniquement con-

sidérée comme une conséquence mathématique des hypothèses 5 et 6.

Le lemme d’Itô25 permet alors d’affirmer que la fonction prixP (Y , t, s), en tant que fonction

du processus d’ItôY , est elle-même un processus d’Itô.26 Il en est de même pour le taux de

rendement instantané d’un bon, qui se calcule comme le pourcentage de variation instantané de

son prix.27

24Comme nous l’avons déjà signalé, la propriété de markov est une restriction faible, dans la mesure où une
« expansion des états » d’un processus non-markovien permet souvent de retrouver des processus markovien (voir
page 73). Le vecteurY (t) pourra ainsi inclure, par exemple, un état égal à la moyenne d’un autre état sur une période
donnée du passé.

25Voir annexe générale B.2, page 332.

26Pour cela, on doit admettre queP (Y , t, s) possède des dérivées partielles premières enY et ent, ainsi qu’une
dérivée seconde enY . De plus ces dérivées doivent être continues.

27Le bon, acheté au prixP (Y , t, s), est revendu un instant dt après, alors que sa maturité s’est réduite de dt.
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Le taux de rendement instantané, à l’instantt, d’un bon d’échéances, peut donc s’écrire sous la

forme

dP (Y , t, s)
P (Y , t, s)

= α(Y , t, s) dt + δ′(Y , t, s)
(1×K)

dz(t)
(K×1)

(3.12)

oùα(Y , t, s) est l’espérance mathématique du taux de rendement instantané, etδ(Y , t, s) une ma-

trice de dimension(K × 1), dont l’élément général{δk(Y , t, s)} est la volatilité non-anticipée de

dP/P , engendrée par les fluctuations imprévues deY , sous l’effet de lak-ième source d’incertitude.

La variance totale du taux de rendement est doncδ′δ.

Il est possible de préciser la signification deα(Y , t, s) en examinant la solution de l’équation

différentielle stochastique (3.12), sous la condition terminaleP (Y , s, s) ≡ 1. Cette condition

stipule que la valeur du bon à échéance est égale à l’unité monétaire remboursée. Elle assure donc

que les bons sans coupon sont exempts de tout risque de défaut.

Théorème 1 Le prixP (Y , t, s) solution de (3.12) sousP (Y , s, s) ≡ 1 est

P (Y , t, s) = E
Y,t

[
exp

{
−

∫ s

t
α(Y , τ, s) dτ

}]
(3.13)

Preuve :

Cette preuve utilise des résultats de Friedman [1975, p.147], qui établissent un lien direct entre

équation différentielle stochastique et équation intégrale.

On définit

V (u) = exp
{
−

∫ u

t
α(Y , τ, s) dτ

}
.

Le lemme d’Itô nous donne la différentielle du processusP (Y , t, u)× V (u) sous la forme

d(PV ) = V dP + P dV + dP dV.

Utilisant l’expression de dP/P donnée en (3.12), et calculant dV/V = −α du, la différentielle

d(PV ) peut s’écrire
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d(PV ) = PV (α du + δ′ dz)

+ PV (−α du)

+ PV (α du + δ′ dz)(−α du).

Comme du× du = 0 et du× dzi = 0, il vient

d(PV ) = V P (δ′ dz).

On intègre cette équation det às, et on obtient ainsi

P (Y , s, s)V (s)− P (Y , t, s)V (t) =
∫ s

t
V P (δ′ dz).

Par définition,P (Y , s, s) = 1 et V (t) = 1. Prenant l’espérance à gauche et à droite, on trouve

donc

P (Y , t, s) = E
Y,t

[V (s)]

car l’espérance de l’intégrale stochastique est, par nature, nulle. Or, cette dernière équation est

précisément (3.13).

CQFD.

L’équation (3.13) présente le prix courant d’un bon comme l’espérance de la valeur actualisée de

l’unité monétaire remboursée à échéance. Cette actualisation est effectuée à un taux évoluant aléa-

toirement au cours du temps, égal, à chaque instant, à l’espérance du taux de rendement instantané

du bon par unité de temps, évaluée à cet instant.

Ainsi, le paramètreα joue le rôle de taux d’actualisation pour ce bon. On notera que cette équation

ne résulte d’aucun processus d’équilibre. Elle dérive simplement de l’écriture (3.12) et des carac-

téristiques techniques de l’actif considéré (c’est-à-dire la condition terminale). Les valeurs futures

deα n’étant pas connues, le théorème ne permet pas d’évaluerP (Y , t, s) à l’instantt.
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Le lemme d’Itô nous permet maintenant de préciser la valeur desK +1 paramètres infinitésimaux

du processus dP/P . En notation abrégée,28 on écrira

α(Y , t, s) =
1
P

{
1
2

tr(σ2
Y P Y Y ) + P Y µ + Pt

}
(3.14)

≡ 1
P
{L [P ]}

δ′(Y , t, s) =
1
P
{P Y σ} . (3.15)

oùL [P ] est le générateur différentiel deP sur les variables d’état,29 P Y est le vecteur(1 × N)

des dérivées partielles deP par rapport aux variables d’état,P Y Y est la matrice(N × N) des

dérivées partielles secondes deP par rapport àY , et « tr » désigne l’opérateur de trace.

L’application du lemme d’Itô permet ainsi de préciser la façon dont l’incertitude s’incorpore dans

les prix. Pour obtenir l’équation de structure par terme, il est maintenant nécessaire de contraindre

l’évolution des rendements à respecter une condition d’arbitrage.

3.5 Une condition d’arbitrage

La perfection du marché des titres assure la disparition de toute opportunité d’arbitrage. Pour

contraindre la structure des prix, il suffit d’exhiber deux portefeuilles, composés différemment,

mais ayant des caractéristiques de risque identiques, puis d’égaliser leur taux de rendement.

Dans la logique du temps continu, on s’intéressera au rendementinstantanéde ces portefeuilles.

De ce point de vue, le portefeuille entièrement investi au tauxr, à l’instantt, est fort simple : il

permet d’obtenir, de façon certaine, un taux de rendementr(t). Choisissant ce portefeuille comme

référence, il nous reste à construire un portefeuille sans risque instantané.

Pour cela, on procède de la façon suivante. Considérons un portefeuille, composé à partir de

K + 1 bons risqués de maturité différente, et d’échéance respectives1, · · · , sK+1. Appelons

w1, · · · , wK+1 les proportions du portefeuille global investies dans cesK+1 actifs (on a
∑K+1

i=1 wi =

28On omet les paramètres des fonctionsµ, σ et P , et on note en indice les variables par lesquelles on dérive par-
tiellementP .

29Voir annexe générale B.2, page 332.
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1). La richesseW du détenteur de ce portefeuille ainsi constitué va évoluer conformément à

l’équation d’accumulation

dW

W
=

K+1∑

i=1

wi
dP (Y , t, si)
P (Y , t, si)

. (3.16)

Utilisant (3.12), cette équation peut s’exprimer sous la forme de la différentielle stochastique

dW

W
=

{
K+1∑

i=1

wiα(Y , t, si)

}
dt +





K+1∑

i=1

wiδ
′(Y , t, si)

(1×K)

dz(t)
(K×1)





(3.17)

Le deuxième terme du membre droit pondère simplement les surprises constatées sur lesK + 1

actifs, chacune de ces surprises étant la somme des effets des mêmesK sources d’incertitude.

On peut donc réarranger ce terme, en sommant d’abord sur les sources d’incertitude, de façon à

exprimer l’effet global de chaque source sur l’évolution de la richesse.

La surprise totale sur dW/W s’écrit

K∑

k=1

{
K+1∑

i=1

wiδk(Y , t, si)

}
dz(t). (3.18)

Ainsi, pour que le rendement de ce portefeuille soit sans risque, il suffit de choisir les poidswi tels

que chacune desK sources d’incertitude disparaisse, c’est-à-dire tels que

K+1∑

i=1

wiδk(Y , t, si) = 0, ∀k = 1, · · · ,K. (3.19)

Dans ce cas, le taux de rendement du portefeuille ne peut être différent du taux sans risquer(Y , t) :

K+1∑

i=1

wiα(Y , t, si) = r(Y , t). (3.20)

Utilisant le fait que
∑K+1

i=1 wi = 1, l’équation précédente peut se réécrire

K+1∑

i=1

wi {α(Y , t, si)− r(Y , t)} = 0. (3.21)
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Le système composé des équations (3.19) et de l’équation (3.21) constitue un système deK + 1

équations, dont les inconnues sont lesK + 1 coefficientswi. Sous forme matricielle, ce système

peut s’écrire




α(Y , t, s1)− r(Y , t), · · · , α(Y , t, sK+1)− r(Y , t)
δ1(Y , t, s1), · · · , δ1(Y , t, sK+1)

...
...

δK(Y , t, s1), · · · , δK(Y , t, sK+1)







w1

w2
...

wK+1




=




0
0
...
0




. (3.22)

Pour que ce système possède une solution non-triviale (c’est-à-dire différente dewi = 0, ∀i), le

déterminant de la matrice carrée de dimensionK + 1 doit être égal à zéro, et son rang doit donc

être strictement inférieur àK +1. Les lignes de cette matrice étant dépendantes, une combinaison

linéaire non-nulle de celles-ci doit être égale à un vecteur ligne deK + 1 zéros.

Cette propriété étant totalement indépendante des titres sélectionnés, le vecteur des coefficients de

cette combinaison linéaire ne dépend pas des échéancess1, · · · , sK+1 choisies. Ainsi, pour une

échéances quelconque, on peut écrire

α(Y , t, s)− r(Y , t) = λ′z(Y , t)
(1×K)

δ(Y , t, s)
(K×1)

, (3.23)

oùλz(Y , t) est un vecteur colonne de dimensionK.

ConsidérantY et t comme étant fixes, l’équation (3.23) établit une relation linéaire entre le ren-

dement espéré et la volatilité d’une obligation.

3.6 La prime de terme

Clairement, le membre gauche de (3.23) s’interprète comme le taux de rendement espéré, exigé

au-delà du taux sans risque pour accepter de détenir, pendant un instant, un bon de maturités− t,

soit, en d’autres termes, laprime de terme instantanéeen t sur l’échéances. NotantΦ(Y , t, s)

cette prime, on écrit (3.23) sous la forme

Φ(Y , t, s) = λ′z(Y , t)δ(Y , t, s). (3.24)

La prime de terme, exigée ent sur le bon sans coupon de maturités − t, s’exprime comme la

somme des rémunérations offertes à l’équilibre pour chacun desK risques supportés par ce bon.
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De plus, la rémunération du « risque-k »30 est le produit d’une mesure de la « quantité » de risque-

k exhibée par ce bon, et de la compensation, offerte à l’équilibre, pour une unité de ce risque. Le

k-ième élément deλz(Y , t) représente donc le « prix de marché » du risque-k, ou encore la prime

de risque unitaire offerte à l’équilibre pour le risque-k.31

Dans cette économie, lesK sources d’incertitude sontmédiatiséespar lesN variables d’état,

et on doit pouvoir exprimer les primes de terme en fonction des risques perçus sur chacune

de ces variables. Définissons le vecteurλY ≡ σλz. Compte tenu de la signification deλz, ce

vecteur représente les rémunérations unitaires, offertes à l’équilibre pour le risque porté par cha-

cun des états, ou, dans l’optique de l’APT de Ross, les « primes de risque des facteurs ». Utilisant

l’expression deδ donnée en (3.14), on peut exprimer la prime de terme en fonction de ces primes

de risque, et des dérivées partielles du prix de l’actif par rapport aux variables d’état :

Φ(Y , t, s) =
1
P
{P Y λY } . (3.25)

La prime de terme apparaît ici comme une combinaison linéaire des primes de facteur, dont les

coefficients mesurent la sensibilité du taux de rendement de l’actif aux variations des états.

3.7 Condition d’arbitrage et CAPM multifacteur

Au-delà des développements mathématiques, on peut s’interroger sur l’origine et la significa-

tion de ces résultats. En particulier, l’équation (3.23) peut être interprétée comme la condition

d’équilibre d’unCapital Asset Pricing Model(CAPM) multifacteur.

Dans le cadre du CAPM, un marché financier efficient ne peut rémunérer à l’équilibre le risque

diversifiable, c’est-à-dire le risque pouvant être éliminé en constituant un portefeuille diversifié. Le

rendement espéré sur un actif risqué, exigé en supplément du taux sans risque, dépend alors, d’une

part, de l’importance du risque non-diversifiable (ou risquesystématique) supporté par l’acheteur

de cet actif, et, d’autre part, du « prix d’équilibre » de ce risque sur le marché.

Conformément à l’analyse standard en la matière, les marchés financiers se voient investis d’une

30En l’absence de toute spécification économique de ces risques, nous appellerons « risque-k » le risque induit par la
k-ième source d’incertitude.

31On notera toutefois que cette interprétation en terme de prix est abusive, dans la mesure où, dans le cadre de ce
modèle, rien ne permet d’établir la positivité deλz.
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unique mission, à savoir d’organiser au mieux la répartition des risques induits par l’incertitude

fondamentale qui affecte l’économie, compte tenu de l’attitude de chaque agent vis-à-vis du risque.

Ainsi, un actif financier sera évalué en tant que vecteur de cette répartition, c’est-à-dire du seul

point de vue de ses capacités à protéger son détenteur contre les aléas fondamentaux.

Dans le cadre du modèle d’équilibre partiel, l’économie est soumise àK sources d’incertitude.

Ces sources étant indépendantes, elles représentent autant de risques non-diversifiables, et, à ce

titre, rémunérés par le marché.

On peut dès lors se poser la question du nombre minimum d’actifs différents nécessaires pour

assurer correctement le transfert des risques.

Dans le modèle àK facteurs, où la matrice de variance-covariance des états est de rangK, il

suffit deK bons, de maturités1, · · · , sK , et tels qu’il ne soit pas possible d’exprimer les risques

supportés par l’un d’entre eux comme une fonction linéaire des risques des autres bons. Ainsi,

la matrice carréeK × K des facteurs de risque, notéeδ′B ≡ (δ(Y , t, s1), · · · , δ(Y , t, sK)),

est de rang plein, et forme une base quiengendreles facteurs de tous les portefeuilles possi-

bles de bons sans coupon. En particulier, les caractéristiques de risque d’un bon hors-base peu-

vent toujours être exprimées comme une combinaison linéaire des facteurs de risque des bons

inclus dans la base. La condition d’arbitrage contraint alors naturellement le rendement de ce

bon hors-base à respecter une stricte relation avec les rendements des bons de la base, notés

α′B ≡ (α(Y , t, s1), · · · , α(Y , t, sK)).

Cette relation peut être explicitée au moyen de (3.23). Cette équation, considérée pour chaque bon

de la base, forme le système deK équations

αB

(K×1)

− r × 1
(K×1)

= δB

(K×K)

× λz

(K×1)

(3.26)

où1 représente un vecteur colonne de 1. CommeδB est, par définition, inversible, on peut résoudre

enλz :

λz = δ−1
B (αB − r1). (3.27)
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Utilisant cette équation, (3.23) s’écrit, pour un bon hors-base,

α− r = δ′δ−1
B (αB − r1). (3.28)

On reconnaît ici un modèle de type CAPM multifacteur : la prime, offerte à l’équilibre pour un

actif risqué, est une combinaison linéaire des rendements excédentaires des bons de la base, dont

les coefficients (lesbêtasδ′δ−1
B ) mesurent la capacité de protection du bon contre chacune des

sources d’incertitude.

Clairement, ces bons hors-base sont perçus commeredondantspar les investisseurs. C’est pré-

cisément cette redondance qui crée des liens entre les prix des obligations, et qui fonde ainsi

l’existence d’unestructurepar terme des taux d’intérêt.

3.8 L’équation de structure par terme

Utilisant la notationλY ≡ σλz introduite plus haut, on établit maintenant le résultat fondamental

suivant :

Théorème 2 Le prixP (Y , t, s) satisfait à l’équation différentielle partielle

1
2

tr(σ2
Y P Y Y ) + P Y (µ− λY )− rP + Pt = 0. (3.29)

Preuve :

Il suffit de remplacer dans l’équation (3.23) les paramètresα(Y , t, s) etδ(Y , t, s) par leur expres-

sion donnée en (3.14) et (3.15).

CQFD.

Cette équation, appeléeéquation de structure par terme, est une équation différentielle. Sa réso-

lution, sous la condition terminaleP (Y , s, s) ≡ 1, fournit la structure des prixP (Y , t, s), et, par

simple transformation, la structure des taux.

L’équation (3.29) constitue le principal résultat du modèle d’arbitrage. Il s’agit d’une condition

devantnécessairementêtre respectée sur un marché efficient par les prix des bons sans coupon
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pour ne pas créer d’opportunités d’arbitrage.

La solution en terme de prix est donnée dans le corollaire suivant.

Corollaire 1 Le prixP (Y , t, s), solution de (3.29) sousP (Y , s, s) ≡ 1, est

P (Y , t, s) = E
Y,t

[exp {−%(Y , t, s)}] (3.30)

avec

%(Y , t, s) =
∫ s

t
r(Y , τ) dτ +

1
2

∫ s

t
λ′z(Y , τ)λz(Y , τ) dτ +

∫ s

t
λ′z(Y , τ) dz(τ)

Preuve :

Cette démonstration est fondée sur la généralisation d’une preuve exposée dans Vasicek [1977,

p.182]. Elle est similaire, dans sa démarche, à la preuve du théorème 1.

Posant

V (u) = E
Y,t

[exp {−%(Y , t, u)}] ,

on s’intéresse au processusP (Y , t, u)× V (u). Le lemme d’Itô permet d’écrire

d(PV ) = V dP + P dV + dP dV.

Pour obtenir dV , on utilise de nouveau le lemme d’Itô, en considérantV comme une fonction de

u et dez(u). Il vient

dV =
{

Vu +
1
2

tr(V zz)
}

dt +
{
V ′

z

}
dz.

On calcule alorsVu = (−r− 1
2λ′zλz)V , V z = −λzV , V zz = λ′zλzV , et tr(V zz) = λzλ

′
zV . La

différentielle deV s’écrit donc

dV = V {−r}dt + V
{−λ′z

}
dz.
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D’autre part, utilisant (3.12), (3.14) et (3.15), la différentielle deP (Y , t, u) s’écrit

dP =
{

1
2

tr(σ2
Y P Y Y ) + P Y µ + Pt

}
du + {P Y σ}dz.

Combinant ces deux dernières équations avec l’expression de d(PV ) donnée plus haut, on obtient32

d(PV ) = V

{
1
2

tr(σ2
Y P Y Y )

}
du + V {P Y σ}dz

+V {−rP}du + V
{−Pλ′z

}
dz

+V {−P Y σλz}du

= V

{
1
2

tr(σ2
Y P Y Y ) + P Y (µ− σλz)− rP + Pt

}
du

+V
{
P Y σ − Pλ′z

}
dz.

On reconnait, en facteur de du, le membre gauche de l’équation de structure par terme (3.29).

Ainsi,

d(PV ) = V
{
P Y σ − Pλ′z

}
dz.

Intégrant cette équation entret ets, on obtient

P (Y , s, s)V (s)− P (Y , t, s)V (t) =
∫ s

t
V

{
P Y σ − Pλ′z

}
dz.

Par définition,P (Y , s, s) = 1, V (t) = 1, et l’espérance de l’intégrale stochastique est nulle.

Prenant donc l’espérance à gauche et à droite, il vient

P (Y , t, s) = E
Y,t

[V (s)] ,

32On utilise ici les règles habituelles du calcul stochastique. En particulier, on voit que

P Y σ dzV
{
−λ′z

}
dz

= −V P Y σ dz dz′λz

= −V P Y σI duλz

= −V P Y σλz du,

où I est la matrice identité.
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ce qui est bien l’équation (3.30).

CQFD.

La solution (3.30) est similaire, dans sa forme, à l’équation (3.13). Toutefois, la partie droite de

(3.30) ne comporte, en dehors de l’horizon sur lequel s’effectue l’actualisation, que des termes

indépendants de l’échéances considérée. On y trouve uniquement le taux d’intérêt instantanément

non-risquér et le vecteurλz des primes unitaires desK risques fondamentaux.

Ainsi, le corollaire 1 introduit une décomposition intéressante du facteur d’actualisation, utilisé

pour calculer la valeur présente d’un flux financier futur certain, dans une économie dynamique

incertaine. Ce facteur comporte

1. une composante d’actualisation, due à l’écoulement déterministe du temps :

exp
{
−

∫ s

t
r(Y , τ) dτ

}
.

En l’absence d’incertitude, le prix du bon est exactement égal à ce terme ;

2. un terme d’ajustement, dû aux incertitudes qui affectent l’économie :

exp
{
−1

2

∫ s

t
λ′z(Y , τ)λz(Y , τ) dτ −

∫ s

t
λ′z(Y , τ) dz(τ)

}
.

Le facteur d’actualisation effectif se présente alors comme l’espérance du produit du facteur

d’actualisation « temps » et du facteur d’ajustement « incertitude ».

Pour mieux comprendre cet ajustement séquentiel du facteur d’actualisation du temps par le fac-

teur du risque, on procède à l’expérience suivante : imaginons que l’économie décrite précédem-

ment soit modifiée, de façon à ce que les variables d’état suivent le processus

dY = (µ− λY ) dt + σ dz, (3.31)

c’est-à-dire le processus d’origine, dans lequel le terme de tendance a été diminué des primes

offertes à l’équilibre pour les risques de facteur. Dans ces conditions, la tendance de dP estα =

(1/P )L̂ [P ], oùL̂ est la générateur différentiel deP sur les nouvelles variables d’état, et l’équation
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de stucture par terme se réécrit sous la formeL̂ [P ]−rP = 0. On obtient ainsiα = r, et la solution

en terme de prix devient

P (Y , t, s) = Ê
Y,t

[
exp

{
−

∫ s

t
r(Y , τ) dτ

}]
, (3.32)

où le chapeau indique que l’espérance mathématique est conditionnelle au processus modifiéY ,

décrit par (3.31).

Le facteur d’ajustement de l’incertitude peut ainsi être éliminé de la formule d’évaluation, en

soustrayant à la tendance de chaque variable d’état la prime offerte pour le risque qu’elle porte,

c’est-à-dire en transformant les anticipations des investisseurs quant à l’évolution de ces variables.

Dans cette économie « ajustée », le taux d’intérêt sans risquer est le taux d’actualisation pertinent.

3.9 Conclusion

Nous venons donc de présenter un modèle très général de structure des taux, fondé sur une condi-

tion d’arbitrage. Supposant que l’information pertinente pour les investisseurs était décrite parN

variables d’état, et admettant que ces variables suivaient conjointement un processus d’Itô, nous

avons pu établir, dans un premier temps, que le prix de chaque bon suivait un processus du même

type. Il a été également possible de donner l’expression de l’espérance et de la volatilité instanta-

née des prix, en fonction des paramètres des variables d’état et des dérivées partielles de la fonction

prix. Invoquant alors la nécessité d’une disparition à l’équilibre des opportunités d’arbitrage, il a

été possible d’exhiber une relation linéaire entre le rendement instantané sur un bon, espéré en

excès du taux sans risque, et une mesure de l’exposition, induite par ce bon, à chacun des risques

fondamentaux de l’économie. Considérant alors conjointement le processus des prix et cette re-

lation linéaire, nous avons pu obtenir une équation différentielle ayant comme solution, sous des

conditions aux bornes spécifiques à l’actif considéré, la structure par terme des prix.

La modélisation explicite des sources d’incertitude qui grèvent l’économie constitue l’aspect le

plus novateur de cette approche. Au-delà des développements mathématiques parfois délicats,

il en découle une extrême limpidité des hypothèses, inférences et conclusions, qui facilite une

argumentation critique efficace, tant globale que locale.

La méthode de l’équilibre d’arbitrage est séduisante, parce qu’indépendante de l’actif considéré.

Elle permet ainsi de contraindre la structure des taux, sans invoquer aucune hypothèse spécifique
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au marché obligataire.

Si cette grande généralité fait la force de cette méthode, elle fait aussi, d’une certaine manière, sa

faiblesse. Examinant l’équation de structure par terme (3.29), on voit, en effet, que sa résolution

est soumise à un certain nombre de spécifications supplémentaires :

• le vecteurY (t) des variables d’état, c’est-à-dire le ou les facteurs qui influencent réellement

les prix,

• les vecteursµ(Y , t) et σ(Y , t) des paramètres infinitésimaux des étatsY (t), c’est-à-dire

les caractéristiques du comportement dynamique des facteurs explicatifs de la structure des

taux,

• le vecteurλz(Y , t) des primes unitaires desK risques fondamentaux, ou, alternativement,

le vecteurλY (Y , t) des primes de facteur des risques portés par lesN variables d’état.

Il est important de noter que ces éléments sont parfaitement exogènes au modèle, et la méth-

ode conduisant à l’équilibre d’arbitrage ne donne donc aucune indication sur la valeur de ces

paramètres.

Ainsi, pour obtenir un modèle de structure des taux, il est nécessaire d’émettre des hypothèses

permettant de préciserY (t) et λY (Y , t), c’est-à-dire de prendre une position théorique spéci-

fique quant à la détermination de la hiérarchie des taux. Clairement, le modèle àK facteurs n’est

pas l’expression d’une nouvelle théorie de la structure par terme, mais fonctionne comme un

« réceptacle », pouvant accueillir, dans un cadre standard, une large variété de théories.33

Le caractère exogène, parfaitement identifié, des éléments ci-dessus est alors source de clarté, car

il permet de distinguer précisément les contraintes issues d’hypothèses générales concernant le

fonctionnement des marchés financiers, des contraintes spécifiques relevanta priori d’une théorie

de la structure des taux.

En ce sens, l’équilibre d’arbitrage est susceptible de clarifier les positions de la théorie des antici-

pations. C’est ce thème que nous allons aborder maintenant.

33Selon les propres termes des auteurs, le modèle crée une « coquille mathématique vide ».
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Section 4 Un réexamen de la théorie pure des anticipations à la lu-
mière de l’équilibre d’arbitrage

4.1 Introduction

Réexaminant en profondeur la théorie pure des anticipations, l’article de Cox, Ingersoll et Ross

[1981] a profondément marqué les recherches sur la structure des taux.

Comme nous l’avons vu précédemment, ces auteurs ont répertorié quatre formulations différentes

de cette théorie, afin de clarifier leur cohérence respective et commune. Le verdict peut être résumé

par deux conclusions dévastatrices :

• la proposition la plus générale énoncée dans le cadre de la théorie pure des anticipations, à

savoir l’égalité du rendement espéré des stratégies d’investissement sur chaque période de

détention, est fausse dans le cadre d’un équilibre à anticipations rationnelles. Cette formula-

tion peut être remplacée par une proposition plus restreinte, postulant l’égalité du rendement

espéré sur une période de détention « unitaire » ;

• sous hypothèse d’anticipations rationnelles, les quatre propositions mises en évidence sont

incompatibles deux à deux.

En quelque sorte, il n’existe pasune théorie pure des anticipations, maisquatre propositions

mutuellement exclusives.

Bien entendu, ceci ne préjuge pas de la validité de chacune d’elles, et permet simplement d’affirmer

quel’une au plusde ces propositions peut être vérifiée dans un cadre standard (marchés parfaits

et anticipations rationnelles). À l’évidence, le modèle d’équilibre d’arbitrage nous permet d’aller

plus loin, en confrontant chacune de ces propositions aux restrictions imposées par la condition

d’arbitrage. Compte tenu du caractèrenécessairedes conditions obtenues dans le cadre du modèle

à K facteurs, cette confrontation ne peut déboucher sur la validation de l’une des quatre proposi-

tions. Par contre, elle peut potentiellement conduire à l’invalidation de chacune d’entre elles.

C’est ce que nous proposons d’examiner ici. Toutefois, avant de procéder, il est nécessaire de

reformuler en temps continu certaines définitions afférentes à la structure des taux.

100



Chapitre 2 : l’équilibre d’arbitrage

4.2 Les primes en temps continu : définitions

Pour exprimer les quatre propositions issues de la théorie des anticipations, nous devons redéfinir,

en temps continu, deux concepts : le taux à terme implicite et le taux de rendement surn périodes.

La prime de terme instantanée

L’équivalent continu de la notion de taux de rendement surn périodes, est, pour une durée de

détention « unitaire », le pourcentage instantané de variation de prix. Pour un bon de maturités− t

ent, le taux de rendement instantanéH̃(t, s) se calcule donc comme

H̃(t, s) ≡ Pt(t, s)
P (t, s)

. (4.1)

où le tilde indique que ce taux est inconnu à l’instantt.

On définit alors laprime de terme instantanée(« Instantaneous holding premium »), sur l’échéance

s et à l’instantt, comme le taux de rendement, espéré au-delà du taux sans risque du moment, sur

un investissement de durée dt en bons d’échéances.

Φ(t, s) = E
[
H̃(t, s)

∣∣∣ I(t)
]
− r(t), (4.2)

où I(t) désigne l’information disponible ent.

La prime de terme implicite instantanée

On noteF (t, s1, s2) le taux d’intérêt implicite ent, pour un prêt sans risque entres1 et s2 (avec

t < s1 < s2).

On rappelle que deux opérations, effectuées à l’instantt, sont nécessaires pour construire ce

prêt futur : acheter une obligation d’échéances2, au prixP (t, s2), et vendre au même moment

P (t, s2)/P (t, s1) obligations d’échéances1, au prixP (t, s1), de façon à compenser exactement

la dépense liée à la première opération. L’effet net de cette stratégie correspond à un prêt d’un

montantP (t, s2)/P (t, s1) ens1, rapportant une unité monétaire ens2.
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Le taux de rendement interne de cette obligation future fictive, calculable à partir de la structure

des taux ent, est donc donné par

F (t, s1, s2) ≡ − ln {P (t, s2)/P (t, s1)}
s2 − s1

. (4.3)

En appliquant à cette équation la règle de l’Hôpital, on obtient la définition du taux à terme im-

plicite instantané, pour l’instant futurs

F (t, s) ≡ −Ps(t, s)
P (t, s)

, (4.4)

oùPs(t, s) désigne la dérivée partielle deP (t, s) par rapport às. Ce taux, calculable ent, s’interprète

comme le taux de rendement instantané marginal qu’un investisseur peut attendre ent, s’il décide

d’accroître d’un instant la durée de son prêt, au-delà des.

Pour préciser cette interprétation, on utilise (3.2) pour évaluer le membre droit de (4.4). Il vient

F (t, s) = R(t, s) + (s− t)Rs(t, s). (4.5)

Comme le note Campbell [1986, p.185], cette relation entre le taux implicite instantané et le taux

de rendement interne est analogue à la relation entre coût marginal et coût moyen. Ainsi, par ex-

emple, si le taux de rendement interne croît avec la maturité (c’est-à-dire si la pente de la structure

des taux est positive), le taux implicite est supérieur au taux interne.

Intégrant (4.4) entret et s, puis utilisant (3.1), on obtient une relation intéressante entre prix et

taux à terme implicite instantané :

P (t, s) = exp
{
−

∫ s

t
F (t, τ) dτ

}
. (4.6)

Le prix ent d’un bon délivrant une unité monétaire ens est égal à la valeur de ce flux, actualisée

aux taux implicites instantanés sur l’intervalle de temps considéré.

Le taux implicite instantané permet de définir laprime de terme implicite instantanée(« instantaneous

forward premium ») sur l’échéances et à l’instantt, comme

Ψ(t, s) = F (t, s)− E [ r̃(s) | I(t)] . (4.7)
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4.3 Les équations d’équilibre en univers certain

Dans un monde sans incertitude ni friction, peuplé d’agents rationnels, les rendements instantanés

de tous les actifs financiers doivent être égaux.

Appliquée au marché des obligations, cette condition d’arbitrage s’écrit

H(t, s) = r(t) (4.8)

soit encore, utilisant la définition (4.1),

Pt(t, s)− r(t)P (t, s) = 0. (4.9)

Sous la condition terminaleP (s, s) ≡ 1, l’unique solution de cette équation différentielle est

1
P (t, s)

= exp
{∫ s

t
r(τ) dτ

}
. (4.10)

Pour un investisseur disposant de fonds entret et s, acheter une obligation d’échéances apporte

le même rendement qu’un investissement renouvelé continûment, au tauxr(t).

En utilisant la définition (3.2) reliantP (t, s) etR(t, s), on obtient

R(t, s) =
1

s− t

∫ s

t
r(τ) dτ. (4.11)

Les taux « longs » sont une moyenne des taux instantanés, et la structure des taux entret et s est

uniquement fonction de l’évolution du taux court sur cet intervalle de temps.

De plus, utilisant (4.3) et (4.10), on montre que le taux implicite à la structure ent, pour un prêt

entres1 et s2, est précisément le taux au comptant sur la période considérée, tel qu’il prévaudra

ens1 :

F (t, s1, s2) = R(s1, s2). (4.12)

De même, par (4.4) et (4.10), on obtient

F (t, s) = r(s). (4.13)
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La conclusion la plus générale de la théorie des taux en univers certain est toujours valide :

l’équilibre est caractérisé par l’égalité des rendements de toutes les stratégies possibles d’investissement

sur une période de détention donnée (det0 à tn), quelle que soit cette période :

P (t1, s1)
P (t0, s1)

× P (t2, s2)
P (t1, s2)

× · · · × P (tn, sn)
P (tn−1, sn)

= Π(t0, tn), ∀t0, tn. (4.14)

Dans cette expression,Π(t0, tn) est indépendant du choix des périodes de réinvestissement (t1 <

t2 < · · · < tn−1), et de la maturité des obligations sélectionnées (s1, . . . , sn).

4.4 Quatre formulations de la théorie pure des anticipations en temps continu

Nous reformulons ici, en temps continu et en avenir incertain, les quatre versions de la théorie

pure recensées par Cox, Ingersoll et Ross. Travaillant dans le cadre du calcul stochastique, on

doit supposer que l’information utile à l’instantt peut-être représentée par la valeur courante d’un

processus stochastique d’Itô multidimentionnel, notéY . Le prix à l’instantt d’un bon d’échéance

s sera notéP (Y , t, s).

L’hypothèse locale des anticipations

Cette hypothèse pose la nullité de la prime de terme instantanéeΦ(Y , t, s), pour toutes les échéances

s, et à tout instantt, soit, en d’autres termes, l’égalité du rendement de détention instantané es-

péré, pour toutes les stratégies d’investissement. Compte tenu des notations adoptées,34 et de la

définition deΦ(Y , t, s) donnée en (4.2), on peut écrire

E
[
H̃(Y , t, s)

∣∣∣ Y (t)
]

= r(t) dt. (4.15)

Utilisant la définition du taux de rendement instantanéH̃(Y , t, s), donnée en (4.1), il vient

E [dP (Y , t, s) |Y (t)]
P (Y , t, s)

= r(t) dt. (4.16)

34Par la suite, on omettra le conditionnement der(t) parY (t) pour alléger les notations.
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L’équation (4.16) est équivalente à l’équation intégrale35

P (Y , t, s) = E
[
exp

{
−

∫ s

t
r(τ) dτ

} ∣∣∣∣ Y (t)
]
, (4.17)

qui montre que le prix courant d’un bon sans coupon est égal à l’espérance de la valeur actuelle

du paiement unitaire auquel il donne droit.

L’hypothèse des anticipations en rendement de détention

On doit ici exprimer l’égalité du rendement certain, obtenu en détenant un bon jusqu’à maturité, et

du rendement incertain, obtenu sur un investissement instantané renouvelé continûment, pendant

cette même période :

1
P (Y , t, s)

= E
[
exp

{∫ s

t
r(τ) dτ

} ∣∣∣∣ Y (t)
]
. (4.18)

Exprimée en différentielle, (4.18) s’écrit36

E [d(1/P (Y , t, s)) |Y (t)] = −r(t)(1/P (Y , t, s)) dt. (4.19)

L’hypothèse des anticipations en taux de rendement interne

Les deux stratégies considérées sont ici les mêmes que précédemment, mais les indicateurs com-

parés sont les taux de rendement interne :

R(Y , t, s) = E
[

1
s− t

∫ s

t
r(τ) dτ

∣∣∣∣ Y (t)
]
. (4.20)

Utilisant la définition du taux de rendement interneR(Y , t, s), donnée en (3.3), il vient après

simplification

− ln {P (Y , t, s)} =
∫ s

t
E [r(τ) |Y (t)] dτ. (4.21)

35Cette équivalence est demontrée par la preuve du théorème page 87

36La démonstration est similaire à celle effectuée dans le cadre de l’hypothèse locale, à ceci près qu’il est nécessaire
de calculer préalablement d(1/P ) en utilisant le lemme d’Itô.

105



Chapitre 2 : l’équilibre d’arbitrage

La forme différentielle de l’équation intégrale (4.21) est37

E [d(lnP (Y , t, s)) |Y (t)] = r(t) dt. (4.22)

L’hypothèse des anticipations non-biaisées

Sous cette hypothèse, la prime de terme implicite instantanéeΨ(Y , t, s) est nulle, pour toutes les

échéancess, et à tout instantt. D’après la définition deΨ(Y , t, s), donnée en (4.7), on a

F (Y , t, s) = E [r(s) |Y (t)] . (4.23)

La définition du taux à terme impliciteF (Y , t, s), donnée en (4.4), permet d’écrire

−Ps(Y , t, s)
P (Y , t, s)

= E [r(s) |Y (t)] . (4.24)

En intégrant (4.24) entret ets, sousP (Y , s, s) ≡ 1, on obtient

− ln {P (Y , t, s)} =
∫ s

t
E [r(τ) |Y (t)] dτ, (4.25)

soit exactement l’équation (4.21). Ceci montre qu’en temps continu l’hypothèse des anticipations

en taux de rendement interne et l’hypothèse des anticipations non-biaisées sont strictement équiv-

alentes. Par la suite nous n’en considérerons donc qu’une seule.

4.5 Une théorie, trois propositions distinctes

Ainsi, en temps continu, la théorie pure des anticipations prend trois formes distinctes. Comme

nous l’avons vu, chacune d’entre elles peut s’exprimer comme une fonction d’évaluation reliant

le prix d’un bon sans coupon, de durées − t en t, aux développements du taux court entret et s

(voir (4.17), (4.18) et (4.22)).

Avant d’étudier ces propositions à la lumière du modèle d’équilibre d’arbitrage, il est utile d’examiner

leur compatibilité mutuelle.

37Même remarque que précédemment, en calculant d(ln(P )).
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Pour cela, définissons une variable aléatoireX̃ par

X̃ ≡ exp
{
−

∫ s

t
r(τ) dτ

}
. (4.26)

Utilisant (4.17), (4.18) et (4.21), les trois formulations différentes de la théorie pure peuvent re-

spectivement s’exprimer par les trois équations :

P = E
[
X̃

]

P−1 = E
[
X̃−1

]
(4.27)

ln P = E
[
ln X̃

]
,

soit encore

P = E
[
X̃

]

P =
{

E
[
X̃−1

]}−1
(4.28)

P = exp
{

E
[
ln X̃

]}
.

Si la distribution deX̃ est dégénérée, les trois équations ci-dessus sont évidemment identiques,

ce qui prouve l’équivalence des diverses versions de la théorie pure en temps continu, lorsque les

taux sont certains. SĩX est réellement aléatoire, l’inégalité de Jensen permet d’écrire38

{
E

[
X̃−1

]}−1
< exp

{
E

[
ln(X̃)

]}
< E

[
X̃

]
(4.29)

ce qui prouve que les trois équations sont incompatibles deux à deux.

38Le logarithme népérien étant une fonction concave, on aln(E
[
X̃

]
) > E

[
ln(X̃)

]
. La fonction exponentielle étant

strictement croissante, cette relation implique E
[
X̃

]
> exp

{
E

[
ln(X̃)

]}
. Par changement de variables, on obtient

E
[
X̃−1

]
> exp

{
E

[
ln(X̃−1)

]}
, soit E

[
X̃−1

]
>

{
exp

{
E

[
ln(X̃)

]}}−1
. La stricte décroissance de la fonction

inverse pour des valeurs positives implique alors
{

E
[
X̃−1

]}−1
< exp

{
E

[
ln(X̃)

]}
.

107



Chapitre 2 : l’équilibre d’arbitrage

Ainsi, si l’hypothèse locale des anticipations (première équation de (4.28)) décrit bien l’équilibre

du marché, alors les deux autres hypothèses sous-évaluent les prix, et donc sur-évaluent les taux.

La situation est inverse si l’hypothèse des anticipations en rendement de détention (deuxième

équation de (4.28)) est vérifiée. Dans la situation intermédiaire, où l’hypothèse des anticipations

en taux de rendement interne est supposée valide (dernière équation de (4.28)), l’hypothèse locale

induit des taux trop faibles, et l’hypothèse en rendement de détention des taux trop élévés.

Dans un cadre standard, la théorie pure des anticipations recouvre donc trois propositions dis-

tinctes. Nous pouvons maintenant examiner si, dans le cadre du modèle àK facteurs, certaines de

ces propositions violent les restrictions imposées par la condition d’arbitrage.

4.6 L’expression des primes de terme

Pour préparer cet examen, on s’intéresse, dans un premier temps, aux primes de terme instantanées,

induites par chacune des propositions dans le cadre du modèle d’arbitrage.

Dans le contexte général de la théorie pure, on s’attendraita priori à trouver des primes nulles.

En effet, si l’isomorphisme longtemps admis entre les théories en univers certain et les théories

en univers incertain, sous hypothèse de neutralité vis-à-vis du risque, était effectivement vérifié, il

serait naturel d’admettre qu’aucune des propositions de la théorie pure ne conduit à rémunérer un

portefeuille au-delà du taux sans risque.

Les développements précédents montrent clairement que cet isomorphisme n’existe pas dans le

cadre de la théorie pure de la structure des taux. Dès lors, on doit s’attendre à trouver des primes

non-nulles pour certaines propositions.

Pour examiner ceci, on raisonne à partir du processus des prix

dP/P = α dt + δ′ dz, (4.30)

et on cherche à exprimer la prime de termeΦ = α− r sous chacune des hypothèses considérées.
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Hypothèse locale des anticipations

L’hypothèse locale des anticipations implique, par définition, la nullité des primes de terme. On le

vérifie en remarquant que (4.30) induit E[dP ] = αP dt. Puis, sous hypothèse locale, on note que

E [dP ] = rP dt. Il vient immédiatementΦ = 0.

Hypothèse des anticipations en rendement de détention

Dans ce cas, on calcule au préalable d(1/P ). Le lemme d’Itô permet d’écrire

d(1/P ) =
{−α + δ′δ

}
(1/P ) dt− (1/P )δ′ dz, (4.31)

ce qui implique que E[d(1/P )] =
{−α + δ′δ

}
(1/P ) dt. Mais, sous l’hypothèse étudiée, E[d(1/P )] =

−r(1/P ) dt, et donc

Φ = δ′δ. (4.32)

La prime sur chaque bon sans coupon est ici égale à la variance de ses rendements.

Hypothèse des anticipations en taux de rendement interne

Le lemme d’Itô permet ici de calculer

d(lnP ) =
{

α− 1
2
δ′δ

}
dt + δ′ dz. (4.33)

Sous l’hypothèse étudiée, on a E[d(lnP )] = r dt. On en conclut que

Φ =
1
2
δ′δ. (4.34)

La prime est donc ici la moitié de celle obtenue précédemment.
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4.7 Confrontation des hypothèses au modèle àK facteurs

On montre ici que les deux dernières propositions, qui induisent des primes de terme non-nulles,

sont incompatibles avec un équilibre à anticipations rationnelles.

Pour ce faire, on examine la forme générale des primes concernées. D’après (4.32) et (4.34), cette

forme est

Φ(Y , t, s) = aδ′(Y , t, s)δ(Y , t, s) (4.35)

aveca = 1 sous l’hypothèse en rendement de détention, eta = 1/2 sous l’hypothèse en taux de

rendement interne, ou sous l’hypothèse des anticipations non-biaisées.

On utilise alors un résultat du modèle àK facteurs, qui stipule que la prime de terme sur un bon

sans coupon s’exprime comme la somme des rémunérations offertes par le marché pour chacun

des risques supportés par ce bon :39

Φ(Y , t, s) = λ′z(Y , t)
(1×K)

δ(Y , t, s)
(K×1)

. (4.36)

Intuitivement, une incohérence naît de la confrontation des deux équations ci-dessus : alors que

toutes deux expriment la prime de terme comme une combinaison linéaire des paramètres de

volatilité δ(Y , t, s), les coefficientsaδ′(Y , t, s) de cette combinaison dans (4.35) — équation

dérivée des deux formulations de la théorie pure ici considérées — dépendent de l’échéances,

alors que les coefficientsλ′z(Y , t) dans (4.36) — équation issue de la condition d’arbitrage —

n’en dépendent pas.

Égalisant (4.35) et (4.36), il vient

{
λ′z(Y , t)− aδ′(Y , t, s)

}
δ(Y , t, s) = 0. (4.37)

S’il est possible de trouver des valeurs deλz, δ et a qui satisfassent (4.37) pour un instant du

39Voir équation (3.24) page 91. On rappelle queλz(Y , t) est un vecteur(K× 1) dont lek-ième élément s’interprète
comme le « prix » unitaire de marché du risque-k, et δ(Y , t, s) est un vecteur de même dimension, dont lek-ième
élément mesure la « quantité » de risque-k supportée par un bon d’échéances ent.
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temps et un étatY (t) particulier, il est facile de montrer que cette équation ne peut être satisfaite

à chaque instant, et quel que soitY (t).

Les termesλz(Y , t) eta étant indépendants des, l’équation (4.37) indique qu’il existe une relation

fonctionnelle entre lesK paramètres de volatilitéδ1, · · · , δK d’un bon, mais que cette relation ne

dépend pas de la maturités − t de ce bon. En conséquence, les facteursδ1, · · · , δK sont, eux-

mêmes, indépendants des, ce qui signifie qu’à chaque instant les bons ont la même volatilité.

Formellement, on peut écrireδ(Y , t, s) = δ(Y , t).

L’impossibilité d’une telle situation apparaît en examinant un bon un instant avant son échéance.

Pourt = s, les paramètres du processus de prix dP (Y , t, s) sont donnés par40

α(Y , t, t) = r(Y , t) (4.38)

δ(Y , t, t) = 0.

Sur son dernier instant de vie, un bon sans coupon est donc sans risque, et rapporte naturellement

le taux sans risque en vigueur à cet instant.

On doit en conclure que, siδ(Y , t, s) est indépendant des, on doit avoirδ(Y , t, s) = 0, pour tout

s. Dans ces conditions, les prix des bons évoluent de façon totalement déterministe, ce qui con-

tredit de manière flagrante l’hypothèse selon laquelle il existeK sources d’incertitude pertinentes.

Ainsi, dans un monde véritablement incertain, les hypothèses examinées ici (et résumées par

(4.35)), violent la condition d’arbitrage, et doncgarantissentl’existence d’opportunités de gain

sans risque.

Cox, Ingersoll et Ross donnent un exemple très simple, permettant d’illustrer ce dernier point.

Supposons qu’il n’existe qu’une seule source d’incertitude (K = 1, N ≥ 1), et considérons deux

bons, d’échéances1 ets2, et de paramètre de volatilitéδ1 et δ2, tels queδ1δ2 > 0. Un portefeuille

constitué de ces deux actifs, dans des proportions respectivesw1 = δ2/(δ2 − δ1) etw2 = 1−w1,

40De P (Y , s, s) ≡ 1 on déduitPYn = 0 ∀n. D’autre part, on sait quer(Y , t) = Pt(Y , t, t). Introduisant ces
résultats dans l’expression des paramètres du processus de prix (équations (3.14) et (3.15), page 89), on obtient (4.38).
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est par construction sans risque sur l’instant suivant.41 Pourtant, si l’équation (4.35) est vérifiée,

ce portefeuille paye une prime certaine

Φ = a(w1δ
2
1 + w2δ

2
2) = aδ1δ2 > 0 (4.39)

et il existe donc bien une opportunité d’arbitrage.

Suivant Cox, Ingersoll et Ross, on doit donc admettre que seule la version locale de la théorie pure

des anticipations respecte la condition d’arbitrage.

4.8 Conclusion

Nous venons donc de procéder au réexamen des diverses propositions émanant de la théorie pure

des anticipations, dans le cadre du modèle àK facteurs de Cox, Ingersoll et Ross [1981]. Nous

avons remarqué, dans un premier temps, que deux des quatre propositions étaient strictement

équivalentes en temps continu, puis montré que les trois propositions restantes étaient incom-

patibles deux à deux. Il a été alors possible de prouver que deux de ces propositions étaient en

contradiction avec l’équilibre défini par le modèle àK facteurs, car elles ne respectaient pas les

restrictions imposées par la condition d’arbitrage. Ceci nous a permis de conclure que l’hypothèse

des anticipations en rendement de détention, en taux de rendement interne, ainsi que l’hypothèse

des anticipations non-biaisées, étaient incompatibles avec un équilibre à anticipations rationnelles.

Comme nous l’avons signalé, cette affirmation invalide trois des quatre propositions qui con-

stituent la théorie pure des anticipations, mais ne permet en aucun cas de valider la proposi-

tion rescapée. L’hypothèse locale des anticipations est doncsusceptiblede définir un équilibre

économique viable.

L’importance du réexamen proposé par Cox, Ingersoll et Ross est considérable. La conclusion

principale de l’étude est en effet pour le moins percutante : trois versions de la théorie des an-

ticipations, qui ont fait l’objet de multiples travaux jusqu’à la fin des années soixante-dix, sont

déclarées inconsistantes.

Cela dit, un tel résultat ne signifie pas que ces études souffraient d’une quelconque incohérence

interne. Elles étaient simplement fondées sur des hypothèses différentes (et, d’ailleurs, souvent

41On vérifie aisément quew1δ1 + w2δ2 = 0.
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vagues). L’intérêt du travail de Cox, Ingersoll et Ross est d’avoir clarifié le domaine, explicité les

raisonnements, et surtout exprimé la théorie des anticipations dans un cadre standard.
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Section 5 Les modèles explicites de structure des taux issus du modèle
à K facteurs

5.1 Introduction

Les développements précédents ont mis en valeur des éclaircissements théoriques importants, issus

de l’application du principe de non-arbitrage, et cela dans le cadre d’un modèle général et abstrait,

comportantK sources d’incertitude non-spécifiées.

Nous montrons maintenant que l’analyse de la théorie des anticipations peut être prolongée, à

travers une spécialisation du modèle àK facteurs, sous forme de modèles explicites de la structure

des taux. Cette spécialisation consiste, nous l’avons vu, à préciser la valeur d’un certain nombre

d’éléments exogènes :

• la liste des variables d’état, qui représente l’information pertinente pour les investisseurs,

ainsi que les paramètres caractéristiques du comportement dynamique de chacune de ces

variables ;

• les primes unitaires d’équilibre, offertes pour chacun des risques qui affectent ces variables

d’état.

Il est intéressant de spécifier ces éléments, dans la mesure où il devient alors possible de résoudre

l’équation de structure par terme, et d’obtenir ainsi une solution en terme de prix, ou, de manière

équivalente, en terme de taux. Disposant d’une expression explicite pour la structure des taux

d’intérêt, on peut étudier ses propriétés dynamiques, et les confronter au comportement effectif de

la structure réelle.

Dans le cadre de la théorie des anticipations, les primes sont supposées constantes, c’est-à-dire in-

dépendantes du temps et des variables d’état. Adoptant cette hypothèse, l’essentiel de la discussion

portera donc sur la définition et la spécification de ces variables d’état.

Nous pouvons ainsi évaluer la capacité d’un modèle dérivé de la théorie des anticipations à re-

produire une dynamique vraisemblable des taux. De plus, nous tirons de cette étude certains en-

seignements sur la méthode même.
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5.2 La structure des taux dans une économie soumise à une seule source d’incertitude :
le modèle à un facteur

S’il fallait ne retenir qu’un seul facteur explicatif de la hiérarchie des taux, lequel devrions-nous

choisir ? À cette question, la théorie des anticipations répond sans détour : le taux court. Cette

théorie, qu’elle soit « pure » (à prime nulle) ou « impure » (à prime constante), est bâtie autour de

cette explication moniste : le taux court (actuel et anticipé) estl’uniquedéterminant de la structure

par terme.

Nous reprenons donc ici la méthode générale de l’équilibre d’arbitrage dans le cadre d’un modèle

où le taux court est la seule variable d’état. Ceci nous permet d’examiner, sous un angle nouveau,

les hypothèses nécessaires à l’obtention de la théorie des anticipations.

5.2.1 Le taux court, unique facteur d’incertitude

Suivant Vasicek [1977], on postule que le taux court est l’unique variable aléatoire — l’unique

source d’incertitude — déterminant la courbe des taux. Utilisant les hypothèses du modèle àK

facteurs, on suppose que les changements der(t) sont décrits par la différentielle stochastique42

dr(t) = µ(r, t) dt + σ(r, t) dz(t). (5.1)

Le taux court suivant un processus d’Itô,µ(r, t) désigne l’espérance du changement instantané de

r(t), etσ2(r, t) est égal à la variance de ce même changement.43

À ce stade, le processus gouvernant l’évolution der(t) est encore très général : la tendanceµ et la

volatilité σ sont susceptibles de dépendre du niveau courant du taux court et de l’instant considéré.

Comme nous l’avons vu, l’équation (5.1) impose toutefois une condition non-triviale : les trajec-

toires der(t) sont continues, et le taux court n’effectue donc aucun saut instantané. Ainsi, par

exemple, si on suppose que le taux court est fixé par les autorités, cette propriété exclut la prise en

compte d’éventuelles ruptures de politique monétaire.

42On poseK = 1, N = 1, Y1 = r, µ1 = µ et σ1 = σ dans le modèle àK facteurs. Tous les éléments de la
différentielle stochastique sont donc scalaires.

43On rappelle que, pour un processus de Wienerz(t), on a E[dz(t) | z(t)] = 0 et V [dz(t) | z(t)] = dt.
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Acceptant tout de même (5.1) comme représentation plausible du processus suivi parr(t), il est

maintenant nécessaire de postuler l’existence d’une relation entre le taux court et le prix des obli-

gations sans coupon.

5.2.2 Le lien entre le taux court et le prix des obligations

Suivant la méthode de l’équilibre d’arbitrage, on conditionne la structure des taux à l’aléa fonda-

mental qui affecte l’économie, en admettant que le prixP (t, s) d’une obligation, d’échéances en

t, est déterminé par l’évolution attendue du taux court entret ets, {r(τ), t ≤ τ ≤ s}. Le processus

r(t) étant markovien, il suffit de poserP (t, s) = P (r(t), t, s), soit, de façon abrégée,

P (t, s) ≡ P (r, t, s). (5.2)

Cette hypothèse, qui prépare l’application du lemme d’Itô au processusP (r, t, s), signifie que le

taux courtr(t) représentel’information pertinentepour les investisseurs, et que ceux-ci vont donc

ajuster leur comportement à son évolution prévue. De ce fait, un lien est créé,via les comporte-

ments de marché, entre le taux court et la structure par terme.

Mais, bien entendu, une information n’est pertinente pour les investisseurs qu’à partir du moment

où ils la considèrent comme telle, et ce point mérite donc justification. Suivant Richard [1978,

p.43], on peut signaler quer(t) représente, pour un investisseur, le coût d’opportunité instantané

de détention d’un bon long, comparativement à un investissement productif de sa richesse au

taux d’intérêt court. L’évolution attendue der(t), entret et s, lui permet donc de mesurer le

coût d’opportunité total, engendré par la détention d’un bon d’échéances pendant un instant de

longueur dt. Cet argument a le mérite de rendre explicite une conception de l’articulation réel-

financier sous-jacente à la théorie des anticipations : le taux court d’équilibre, lié à la productivité

marginale du capital physique, véhicule une information sur les opportunités d’investissement

disponibles dans l’économie. Il représente ainsi le « canal » privilégié qui relie la sphère réelle de

l’économie aux marchés financiers.

Admettant quer(t) soit une information pertinente, l’équation (5.2) nous oblige à admettre que

r(t) représentetoute l’information pertinente. En effet, parce qu’il n’y a, par définition, aucune

autre variable d’état dans ce modèle, on ne peut utiliser la technique d’expansion des états, et il est

donc impossible d’ajouter à l’ensemble d’information pertinent des valeurs passées du taux court.
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Dès lors, l’innocuité de l’hypothèse établissant le caractère markovien des variables d’état, dans

le cadre du modèle àK facteurs, disparaît ici. Trois lectures de l’équationP (t, s) ≡ P (r, t, s)

suffisent pour s’en convaincre :

• toute l’information pertinente pour les investisseurs est concentrée, à chaque instant, dans la

valeur courante du taux court ;

• la connaissance der(t) est suffisante pour former les meilleures anticipations possibles à

l’instant t ;

• pour chaque niveau du taux court, une et une seule forme de structure des taux est possible.

Ainsi, dans le cadre des modèles d’équilibre d’arbitrage, la nécessaire explicitation des sources

d’incertitude qui affectent l’économie montre qu’il est difficile de soutenir que le taux court est

l’unique variable explicative de la structure des taux, et, en même temps, d’affirmer qu’il est

markovien.44

Considérant (5.1) et (5.2), utilisons tout de même ces hypothèses pour préciser le processus des

prix. Le lemme d’Itô permet d’écrire

dP (r, t, s)
P (r, t, s)

= α(r, t, s) dt + δ(r, t, s) dz(t) (5.3)

avec

α(r, t, s) =
1
P

{
1
2
σ2(r, t)Prr + µ(r, t)Pr + Pt

}
(5.4)

δ(r, t, s) =
1
P
{σ(r, t)Pr}

oùα(r, t, s) désigne l’espérance mathématique du rendement instantané de l’obligation, etδ(r, t, s)

la volatilité non-anticipée, engendrée par les fluctuations imprévues du taux court.

44Ce faisant, nous rendons justice à la théorie des anticipations, en la dissociant du modèle à un facteur. La théorie
des anticipations est effectivement une théorie moniste de la structure des taux, mais ne postule pas que le taux court
est markovien. De ce fait, elle est potentiellement capable d’appréhender une réalité bien moins caricaturale que celle
dont il est question ici.
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Le lien entre taux court et prix étant ainsi établi, on peut maintenant invoquer la condition d’arbitrage.

5.2.3 La condition d’arbitrage

Conformément à la démarche de l’équilibre d’arbitrage, on construit un portefeuille comportant

deux types d’obligation — les obligations d’échéances1 et d’échéances2 —, détenues dans des

proportions respectivesw1 etw2 ≡ 1− w1.

La valeurW (t) de ce portefeuille croît au taux

dW (t)
W (t)

=
dP (r, t, s1)
P (r, t, s1)

w1 +
dP (r, t, s2)
P (r, t, s2)

w2, (5.5)

soit

dW (t)
W (t)

= {α(r, t, s1)w1 + α(r, t, s2)w2}dt + {δ(r, t, s1)w1 + δ(r, t, s2)w2}dz(t). (5.6)

Pour que son rendement soit certain, il suffit de choisirw1 etw2 tels que

δ(r, t, s1)w1 + δ(r, t, s2)w2 = 0. (5.7)

Si tel est le cas, son rendement instantané ne peut être différent du taux sans risquer(t), et on a

donc

α(r, t, s1)w1 + α(r, t, s2)w2 = r(t). (5.8)

Utilisant la contraintew1 + w2 = 1, l’équation (5.8) s’écrit

{α(r, t, s1)− r(t)}w1 + {α(r, t, s2)− r(t)}w2 = 0. (5.9)

Les équations (5.7) et (5.9) constituent un système de deux équations à deux inconnues, qui peut

s’écrire sous la forme matricielle suivante :

[
α(r, t, s1)− r(t) α(r, t, s2)− r(t)

δ(r, t, s1) δ(r, t, s2)

] [
w1

w2

]
=

[
0
0

]
. (5.10)
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Ce système n’admet de solution non-triviale que si son déterminant est nul. Il vient

α(r, t, s1)− r(t)
δ(r, t, s1)

=
α(r, t, s2)− r(t)

δ(r, t, s2)
. (5.11)

Cependant, la procédure suivie est indépendante des échéancess1 et s2 choisies. On peut donc

écrire

α(r, t, s)− r(t)
δ(r, t, s)

= λz(r, t), (5.12)

pour toute échéances. Le termeλz(r, t) étant indépendant des, cette égalité représente bien la

contrainte qui pèse sur les prix des obligations, et fonde, par là même, l’existence d’une structure

des taux d’intérêt.

Exprimée sous la forme

α(r, t, s)− r(t) = λz(r, t)δ(r, t, s) (5.13)

l’équation précédente montre bien queλz(r, t) s’interprète comme la prime unitaire offerte pour

le risque engendré par les fluctuations imprévues du taux court, à l’instantt, sous l’effet de dz(t) :

le rendement instantané espéré, en excès du taux sans risquer(t), sur l’obligation d’échéance

s (c’est-à-dire la prime exigée par le marché sur cette échéance) est égal à la prime unitaire du

risque induit par la source d’incertitudez, multipliée par une mesure de l’exposition au risque

fondamental de cette obligation,δ(r, t, s).

En multipliantλz(r, t) parσ, on obtient une mesure du prix accordé au risque fondamental total

porté par le taux court. On noteraλr ≡ σλz la prime unitaire de risque de taux d’intérêt. Utilisant

cette définition, ainsi que les équations (5.4) et (5.13), on peut exprimer la prime de terme sous la

forme

Φ(r, t, s) = λr
Pr

P
. (5.14)

Cette expression fait apparaîtreλr comme la prime d’équilibre pour une sensibilité unitaire aux

variations du taux d’intérêt. Toutefois, dans le cadre de ce modèle d’arbitrage pur, il est impossible

de déterminer le signe des éléments qui définissent ci-dessus la prime de terme.
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5.2.4 L’équation de structure par terme

Pour obtenir l’équation de structure par terme, il suffit d’introduire dans (5.13) les valeurs deα et

δ données en (5.4). Il vient, en notation abrégée,

1
P

{
1
2
σ2Prr + µPr + Pt

}
− r(t) = λz

1
P
{σPr} , (5.15)

soit, après réarrangement,

1
2
σ2Prr + (µ− λr)Pr − rP + Pt = 0. (5.16)

La résolution de cette équation différentielle, sous la condition terminaleP (r, s, s) ≡ 1, fournit la

structure des prixP (r, t, s), et, par simple transformation, la structure des tauxR(r, t, s).

Utilisant l’équation prix, solution du modèle àK facteurs,45 la solution de l’équation différentielle

(5.16) s’exprime sous la forme générale suivante :

P (r, t, s) = E
r,t

[
exp

{
−

∫ s

t
r(τ) dτ − 1

2

∫ s

t
λ2

z(r, τ) dτ −
∫ s

t
λz(r, τ) dz(τ)

}]
. (5.17)

L’équation (5.17) montre que, si l’équation différentielle (5.16) contraint effectivement la structure

des prix, elle ne permet pas d’obtenir un équilibre unique. À l’évidence, l’obtention d’une solution

particulière est soumise à une spécification précise des variablesµ(r, t), σ(r, t) et λr(r, t), qui

restent totalement exogènes au modèle.

Pourtant, le problème de la dynamique du taux court et de la valorisation du risque relève claire-

ment de la théorie économique. Le fait queµ(r, t), σ(r, t) etλr(r, t) soient exogènes justifie donc

le caractère essentiellement partiel de l’équilibre obtenu.

5.2.5 Modèle à un facteur et théorie pure des anticipations

La lisibilité du modèle à un facteur constitue sa plus grande qualité. L’explicitation des sources

d’incertitude permet notamment de préciser le statut et la portée des hypothèses utilisées pour con-

struire une théorie achevée de la structure des taux. D’un côté, on trouve les hypothèses standards,

45Voir équation (3.30) page 95.
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indépendantes des actifs étudiés, qui contraignent partiellement les prix. De l’autre, on trouve les

hypothèses spécifiques au fonctionnement du marché obligataire, nécessaires pour obtenir une so-

lution particulière. Ainsi, dans un cadre microéconomique standard,l’essentield’une théorie de la

structure des taux peut être identifié au deuxième groupe d’hypothèses.

De ce point de vue, la théorie pure des anticipations se résume simplement par les deux proposi-

tions suivantes :

• le taux court est le seul facteur explicatif de la structure des taux ;

• le prime unitaire de risque de taux est identiquement nulle.

Les spécifications formelles correspondantes, à savoir

P (t, s) = P (r, t, s) (5.18)

λr(r, t) = 0, (5.19)

sont suffisantes pour obtenir la solution

P (r, t, s) = E
r,t

[
exp

{
−

∫ s

t
r(τ) dτ

}]
(5.20)

dans le cadre du modèle d’arbitrage de Cox, Ingersoll et Ross. L’équation (5.20) représente bien

le cœur de la théorie des anticipations : le prix d’une obligation est égal à l’espérance de la valeur

actuelle du seul flux qu’elle procure.

Ainsi, pour obtenir (5.20), nous avons dû utiliser (5.18) et (5.19),en plusdes hypothèses du modèle

àK facteurs. Ceci montre clairement que l’efficience de marché et la rationalité des investisseurs

ne permettent pas de justifier les deux propositions formalisées par (5.18) et (5.19). Dès lors, le

débat autour de la théorie des anticipations est substantiellement clarifié : cette démarche nous

invite, en effet, à concentrer essentiellement l’analyse critique de la théorie sur les arguments

utilisés pour justifier la prééminence du taux court et la nullité (ou, par extension, la constance) de

la prime unitaire.
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Le modèle d’arbitrage à un facteur est présenté ici comme un outil permettant de clarifier le débat

théorique. Il n’en est pas moins apte à fournir un cadre d’analyse performant pour mener des

analyses empiriques.

5.3 Quelques solutions particulières

Si nous supposons que la théorie (impure) des anticipations est vérifiée (λr(r, t) = λr), l’équation

de structure par terme (5.16) devient

1
2
σ2Prr + (µ− λr)Pr − rP + Pt = 0. (5.21)

Pour confronter cette proposition à la réalité, il est nécessaire de préciser les paramètresµ(r, t)

et σ(r, t), décrivant le comportement du taux court. Ce faisant, il sera possible de discuter des

caractéristiques dynamiques de la structure des taux obtenue.

Trois types de processus ont été proposés pour le taux court :

• le processus de Wiener général,

• le processus d’Ornstein-Uhlenbeck,

• le processus « racine carrée ».

La dynamique de la structure des taux étant directement issue des caractéristiques du processus

suivi parr(t), il est utile d’envisager chacune de ces hypothèses, du point de vue de ses capacités

à reproduire un comportement dynamique vraisemblable pour le taux court.

5.3.1 Le processus de Wiener général

Ce type de processus a été notamment utilisé par Merton [1973a] et Dothan [1978].

Un processus de Wiener est un processus d’Itô dont les paramètres infinitésimaux sont constants,

indépendants du temps et du niveau couramment atteint par le processus. Posantµ(r, t) = µ, et

σ(r, t) = σ dans (5.1), l’évolution der(t) est alors décrite par la différentielle stochastique

dr(t) = µ dt + σ dz(t), (5.22)
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Schéma n◦6 : Exemple de trajectoire pour un processus de Wiener Général.

où dz(t) désigne l’incrément d’un processus de Wiener standard, etµ et σ2 représentent respec-

tivement l’espérance et la variance de la variation instantanée der(t). Une trajectoire possible de

ce type de processus est donnée dans le schéma 5.3.1.

Pour qualifier la dynamique du taux court, on examine l’expression de l’espérance et de la variance

d’une valeur futurer(s), connaissant la valeur couranter(t). Pourt ≤ s, on a46

E [r(s) | r(t)] = r(t) + µT (5.23)

V [r(s) | r(t)] = σ2T,

oùT ≡ s− t désigne la longueur de l’intervalle considéré.

L’espérance de la variation du taux court croît donc linéairement avecT . Ceci traduit une tendance

d’évolution « sur le long terme ». Toutefois, ce trend ne concernant que l’espérance du processus,

il ne garantit pas le sens de variation effectif. La variance étant également proportionnelle àT , il

est tout à fait possible qu’une réalisation der(s)− r(t) prenne un signe opposé à celui deµ. Cela

46Voir annexe générale B.3.1, page 335.

123



Chapitre 2 : l’équilibre d’arbitrage

signifie, en particulier, que les investisseurs seront incapables de prévoir avec certitude le sens de

variation du taux court.

De plus, la variance instantanéeσ2 étant indépendante du temps et du niveau atteint parr(t),

l’évolution du taux court apparaît comme fondamentalement instable. Aucune force de rappel ne

venant le contraindre à se rapprocher de sa tendanceµ, le processus va diverger vers des valeurs

infinies pour des périodes très éloignées.

Dans ces conditions, il n’est pas étonnant que la solution de l’équation de structure par terme soit

économiquement injustifiable.

Supposant, d’une part, que la théorie des anticipations est vérifiée (λr(r, t) = λr), et, d’autre part,

quer(t) suit un processus de Wiener général de paramètresµ etσ, cette équation s’écrit

1
2
σ2Prr + (µ− λr)Pr − rP + Pt = 0, (5.24)

oùµ, σ etλr sont des constantes.

Sous la condition terminaleP (r, s, s) ≡ 1, la solution est47

P (r, t, s) = exp

{
−r(t)T − (µ− λr)T 2

2
+

σ2T 3

6

}
, (5.25)

oùT ≡ s− t désigne la maturité de l’obligation.

Disposant de la fonction prix, on peut calculerPt, Pr et Prr.48 Introduisant ces expressions dans

(5.4), on obtient la valeur des paramètres infinitésimaux du processus dP/P :

α(r, t, s) = r(t)− λrT (5.26)

47Voir démonstration en annexe A.1, page 144.

48On trouve

Pt = P

{
r + (µ− λr)T − σ2T 2

2

}
,

Pr = P {−T} < 0,

Prr = P
{
T 2

}
> 0.
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δ(r, t, s) = −σT,

et la prime de terme est donc

Φ(r, t, s) = −λrT. (5.27)

Cette prime est positive lorsqueλr < 0. Dans ce cas, elle croît linéairement avec la maturitéT de

l’obligation, et accompagne ainsi une hausse de la varianceσ2T 2 du taux de rendement.

Dans le cadre de la théorie pure des anticipations, on aλr = 0, et le taux de rendement instantané,

espéré sur un bon de maturitéT , est le taux court sans risque du moment. CommeΦ = 0 et

δ2 = σ2T 2 > 0, on voit que le marché ne rémunère pas le risque auquel s’exposent pourtant les

investisseurs en obligations.

En utilisant (5.25) et la relation de définitionR(t, s) = − ln {P (t, s)} /T , on obtient

R(r, t, s) = r(t) +
(µ− λr)T

2
− σ2T 2

6
(5.28)

et on peut calculer la pente

∂R(r, t, s)
∂T

=
(µ− λr)

2
− 1

3
σ2T. (5.29)

Si µ > λr, la structure par terme des taux d’intérêt est une courbe en cloche : elle part d’un niveau

r(t) avec une pente initiale(µ − λr)/2, croît jusqu’à atteindre un maximum pour la maturité

T = (3/2)(µ− λr)/σ2, puis décroît de façon monotone pour les maturités suivantes.

Si µ ≤ λr, la structure des taux est décroissante (strictement siµ = λr).

Dans tous les cas, on a

lim
s→+∞R(r, t, s) = −∞ (5.30)

et il paraît difficile de justifier économiquement l’existence de taux au comptant négatifs.49 Le

49On pourrait avancer queR(r, t, s) représente un taux réel. Mais alors, comment pourrait-on justifier que le taux
d’inflation ne soit pas considéré comme une information pertinente par les investisseurs ?
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Schéma n◦7 : Exemple de trajectoire pour un processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

processus de Wiener général étant une très mauvaise description de l’évolution du taux court, il

conduit naturellement à une structure des taux empiriquement suspecte.

Son principal défaut est lié à son instabilité, qui se traduit par une divergence totale de sa trajectoire

dans le lointain. Or, en examinant une série temporelle du taux court, on soupçonne intuitivement

la présence d’une « force de rappel », qui le maintiendrait à un niveau « normal ». Cette intuition

trouve une première expression sous la forme du processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

5.3.2 Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Cette hypothèse, utilisée par Vasicek [1977] et Langetieg [1980], consiste à représenter la dy-

namique du taux court par la différentielle stochastique

dr(t) = κ(θ − r(t)) dt + σ dz(t) (5.31)

oùκ et θ sont des scalaires strictement positifs. Le schéma 5.3.2 présente une trajectoire possible

pour ce type de processus.

Ce processus d’Itô décrit une dynamique régressive, autour d’une valeur « moyenne »θ. Imagi-

nons quer(t) passe au-dessus de ce niveauθ, sous l’effet d’un choc aléatoireσ dz(t) positif. Dans
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ce cas, l’espérance de la variation instantanée der(t), égale àκ(θ − r(t)), est négative, etr(t)

aura tendance à se rapprocher de son niveau moyen, à la « vitesse »κ. La conclusion est identique

lorsquer(t) passe au-dessous deθ.50

L’évolution der(t) résulte maintenant de deux forces contradictoires : la force de rappel « équilibrante »,

et l’aléa « déséquilibrant ». On pallie ainsi un inconvénient majeur du processus de Wiener général,

à savoir une espérance et une variance de variation qui tendent vers l’infini.

Dans le cas d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck, on a, pourt ≤ s,51

E [r(s) | r(t)] = θ + (r(t)− θ)e−κT (5.32)

V [r(s) | r(t)] =
σ2

2κ

(
1− e−2κT

)
.

LorsqueT devient infiniment grand, l’espérance der(s) — étant donné son niveau actuel — tend

vers la valeur « moyenne »θ. La variance conditionnelle tend, quant à elle, vers la constante finie

σ2/2κ.

Introduisant l’expression des paramètres du processus (5.31) dans l’équation de structure par

terme, il vient

1
2
σ2Prr + {κ(θ − r)− λr}Pr − rP + Pt = 0 (5.33)

et sa solution est52

P (r, t, s) = exp
{

1
κ

(
e−κT − 1

)
r(t) (5.34)

+
σ2

4κ3

(
1− e−2κT

)
+

1
κ

{
θ − λr

κ
− σ2

κ2

} (
1− e−κT

)
−

{
θ − λr

κ
− σ2

2κ2

}
T

}
.

50Pour ces raisons, le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, avecκ > 0, est aussi appeléelastic random walk.

51Voir annexe générale B.3.2, page 336.

52Voir démonstration en annexe A.2, page 145.
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ÉvaluantPt, Pr etPrr à partir de cette solution,53 l’équation (5.4) nous donne

α(r, t, s) = r(t) +
λr

κ

(
e−κT − 1

)
(5.35)

δ(r, t, s) =
σ

κ

(
e−κT − 1

)
,

soit une prime de terme

Φ(r, t, s) =
λr

κ

(
e−κT − 1

)
, (5.36)

positive pour toutes les échéances, siλr est négatif.

Si on poseλr = 0, on retrouve encore une situation typique de la théorie pure des anticipations :

à l’équilibre, le marché ne paye aucune prime pour une opération pourtant risquée.54

Considérant la forme générale de la solution (5.34), la structure des taux est donnée par

R(r, t, s) = − 1
T

{
1
κ

(
e−κT − 1

)
r(t) (5.37)

+
σ2

4κ3

(
1− e−2κT

)
+

1
κ

{
θ − λr

κ
− σ2

κ2

} (
1− e−κT

)
−

{
θ − λr

κ
− σ2

2κ2

}
T

}
.

53On trouve

Pt = P

{
re−κT − σ2

2κ2
e−2κT −

{
θ − λr

κ
− σ2

κ2

}
e−κT +

{
θ − λr

κ
− σ2

2κ2

}}
,

Pr = P
{

1

κ

(
e−κT − 1

)}
< 0,

Prr = P
{

1

κ2

(
e−κT − 1

)2
}

> 0.

54Contrairement au cas précédent, le risque instantané tend ici vers un maximum avec la maturité du bon :

lim
T→+∞

δ2 =
σ2

κ2
.
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Pour un instantt donné, les valeurs limites ens de cette expression sont55

lim
s→t

R(r, t, s) ≡ r(t), (5.38)

par définition, et

lim
s→+∞R(r, t, s) ≡ R(∞) = θ − λr

κ
− σ2

2κ2
. (5.39)

Utilisant cette notation, on peut exprimer la structure des taux (5.37) sous la forme

R(r, t, s) = R(∞) +
1

κT

(
1− e−κT

)
(r(t)−R(∞)) +

σ2

4κ3T

(
1− e−κT

)2
(5.40)

La structure des taux part der(t), et tend vers un niveauR(∞) pour les échéances lointaines. Sa

forme précise dépend du niveau der(t), et de la valeur des paramètresκ, θ, σ et λr. L’étude du

signe de la pente de la structure montre que, sir(t) est en deçà deR(∞) − σ2/4κ2, la courbe

des taux est monotone croissante ; sir(t) est au-delà deR(∞) + σ2/2κ2, elle est monotone

décroissance. Pour des valeurs intermédiaires der(t), la structure est en cloche. Bien plus réaliste,

cette solution comporte tout de même deux défauts. Le premier tient à la constance deR(∞), qui

contraint la queue de la structure des taux à un niveau indépendant de sa forme. Le second, bien

plus grave, est lié à la spécification de la variance instantanée de l’évolution du taux court : celle-ci

ne permet pas d’exclure des valeurs négatives pourr(t). En effet, lorsquer(t) s’approche de zéro,

sa dynamique tend à ressembler à un processus de Wiener général dr(t) = κθ dt + σ dz(t). Si le

termeκθ dt est forcément positif,σ dz(t) peut tout à fait prendre une valeur négative, telle que le

taux devienne lui-même négatif.

Pour éviter ceci, il est nécessaire que la variance du processus dépende de son niveau, afin de

l’empêcher de franchir la limite du zéro.

55Appliquant la règle de l’Hôpital (voir page 329), il vient

lim
s→+∞

R(r, t, s) = lim
s→+∞

{
e−κT r − σ2

2κ2
e−2κT −

{
θ − λr

κ
− σ2

κ2

}
e−κT +

{
θ − λr

κ
− σ2

2κ2

}}

= θ − λr

κ
− σ2

2κ2
.
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0

r(t)

t

θ

6

-

Schéma n◦8 : Exemple de trajectoire pour un processus « racine carrée ».

5.3.3 Le processus « racine carrée »

Richard [1978] et Cox, Ingersoll et Ross [1985b] ont utilisé un processus dont la variance instan-

tanée est proportionnelle à la racine carrée du niveau atteint. Sa différentielle stochastique s’écrit

dr = κ(θ − r) dt + σ
√

r dz, (5.41)

oùκ > 0, etθ > 0. Le schéma 5.3.3 illustre le comportement dynamique de ce type de processus.

À l’instar du processus Ornstein-Uhlenbeck, le processus « racine carrée » est un processus au-

torégressif d’ordre un, décrivant l’attirance élastique du taux court autour de la valeur centraleθ,

avec une vitesse d’ajustementκ.

Cependant, lorsquer(t) devient nul, la dynamique du taux court est ici décrite par l’équation

déterministe dr(t) = κθ dt > 0. Ceci montre que, d’une part, le taux court ne peut jamais être

négatif, et, d’autre part, qu’il redevient immédiatement positif juste après avoir atteint la valeur

zéro. Zéro est une « barrière réfléchissante » pour le taux d’intérêt.56

56Comme le notent Cox, Ingersoll et Ross [1985b, p.391], la nullité der(t) n’est envisageable que siσ2 > 2κθ.
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On remarque également queσ2r(t), la variance instantanée du changement du taux court, croît

avec son niveau. Ceci concorde avec les constatations empiriques, qui montrent que les taux sont

d’autant plus volatiles que leur niveau est élevé.

Sous (5.41), l’espérance et la variance der(s), sachantr(t), avect ≤ s, sont57

E [r(s) | r(t)] = θ + (r(t)− θ)e−κT (5.42)

V [r(s) | r(t)] = θ
σ2

2κ

(
1− e−2κT

)
+

σ2

κ
(r(t)− θ)

(
e−κT − e−2κT

)
.

Lorsqueκ tend vers l’infini (l’ajustement se fait de plus en plus rapidement), l’espérance der(t)

tend versθ, et sa variance vers zéro. À l’inverse, lorsqueκ tend vers zéro (l’attraction versθ est

de plus en plus faible), l’espérance du taux futur tend vers son niveau courant, et sa variance vers

σ2r(t)T , ce qui, dans ce cas, témoigne de l’absence de toute force de rappel. D’après (5.42), on

voit également que la variance der(s) tend vers la constante finieθσ2/2κ, lorsques tend vers

l’infini.

Les remarques ci-dessus montre que le processus « racine-carrée » est apte à fournir une représen-

tation vraisemblable de la dynamique du taux court.58

Nous devons donc résoudre l’équation différentielle

1
2
σ2rPrr(κ(θ − r)− λr)Pr − rP + Pt = 0. (5.43)

SousP (r, s, s) ≡ 1, la solution est59

P (r, t, s) = exp {A(T )r(t) + B(T )} , T ≡ s− t (5.44)

avec

57Voir annexe B.3.3, page 337.

58Pour une confirmation empirique, voir notamment l’étude approfondie de Marsh et Rosenfeld [1983].

59Voir démonstration en annexe A.3, page 147.
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A(T ) =
−2(evT − 1)

C(T )

B(T ) =
2(κθ − λr)

σ2
ln

{
2v exp

{
κ+v

2 T
}

C(T )

}
(5.45)

C(T ) = (κ + v)(evT − 1) + 2v

v =
√

κ2 + 2σ2

Examinant les signes de ces diverses expressions, on voit queA(T ) = Pr/P est négatif, et donc

quePr < 0 : le prix d’un bon est donc une fonction décroissante du taux court. Utilisant l’équation

(5.4), on obtient les paramètres du processus de prix dP/P :

α(r, t, s) = r(t) + λrA(T ) (5.46)

δ(r, t, s) = A(T )σ
√

r.

L’expression deδ montre que les taux de rendement sur les obligations sont moins variables

lorsque le taux court est faible, et qu’ils sont certains lorsqu’il est nul (dans ce dernier cas, dr

est, en effet, non-stochastique). De plus, commeA′(T ) < 0, la variabilité des rendements d’une

obligation décroît avec sa maturité. Le processus « racine carrée » montre ici qu’il reproduit qual-

itativement certaines propriétés importantes de la structure des taux.

5.4 Un ou deux facteurs ?

Cette étude montre que le modèle à un facteur est capable de générer des modèles explicites

intéressants. Au prix d’une complexité croissante, nous avons pu, à chaque étape, améliorer la

vraisemblance de la dynamique de la structure des taux obtenue.

Cela dit, le modèle à un facteur reste insatisfaisant. En effet, comme nous l’avons montré, l’unicité

du facteur d’incertitude, modélisé sous la forme d’un processus « sans mémoire », conduit en

particulier à admettre qu’à chaque niveau du taux court correspond une et une seule structure des

taux. Ceci est manifestement irréaliste.
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Intuitivement, il manque un « degré de liberté », qui permettrait à la courbe des taux d’être moins

rigide. Cette rigidité apparaît clairement lorsqu’on évalue la covariance (par unité de temps) du

rendement instantané de deux titres. Choisissons deux titres quelconques, d’échéances respectives

s1 ets2. Les processus suivis par les rendements sont notés respectivement

dP1/P1 = α1 dt + δ1 dz (5.47)

dP2/P2 = α2 dt + δ2 dz.

On calcule alors

Cov
[

dP1

P1
,
dP2

P2

]
= E [δ1 dz × δ2 dz] = δ1δ2 dt, (5.48)

et, comme V[dPi/Pi] = δ2
i dt, on voit que la corrélation par unité de temps entre les rendements

de tous les bons est parfaite. D’une manière plus générale, la parfaite corrélation des taux de

rendement, et même, plus directement, des taux d’intérêt, est inhérente aux modèles de structure

des taux à un facteur.

Comment éviter cette rigidité ?

La réponse est fort simple : il faut ajouter un ou plusieurs facteurs. Comme il est difficile d’admettre

que le taux court ne fasse pas partie des facteurs explicatifs de la structure des taux, les chercheurs

se sont attachés à simplement étendre le modèle de Vasicek. Deux modèles sont souvent cités : le

modèle de Richard [1978], et le modèle de Brennan et Schwartz [1979].

Richard se réfère à la célèbre théorie de Fisher, relative au taux d’intérêt nominal, pour incorporer

comme second facteur le taux d’inflation anticipé. Brennan et Schwartz choisissent, quant à eux, de

considérer le taux court et un taux long. Ces deux auteurs se réfèrent à la théorie des anticipations,

qui affirme qu’un taux long reflète les anticipations du taux court. Si, dès lors, on refuse l’idée

selon laquelle le niveau actuel de ce taux suffit à déterminer son évolution future, le choix du taux

long s’impose naturellement.

À l’instar du modèle à un facteur de Vasicek, ces deux modèles s’expriment comme des spécial-

isations du modèle àK facteurs. Ainsi, par exemple, la dynamique conjointe des variables d’état
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du modèle de Brennan et Schwartz est de la forme :

[
dr(t)
dl(t)

]
=

[
µr(r, l, t)
µl(r, l, t)

]
dt +

[
σ1r(r, l, t) σ2r(r, l, t)
σ1l(r, l, t) σ2l(r, l, t)

] [
dz1(t)
dz2(t)

]
(5.49)

oùl(t) désigne le taux long à l’instantt, et oùz1 etz2 sont deux processus de Wiener indépendants.

En application du théorème 2 du modèle àK facteurs, l’équation de structure par terme s’écrit

1
2
σ2

rPrr +
1
2
σ2

l Pll + σrlPrl + (µr − λr) Pr + (µl − λl) Pl − rP + Pt = 0, (5.50)

oùσ2
r ≡ σ2

1r + σ2
2r etσ2

l ≡ σ2
1l + σ2

2l désignent la variance du taux court et du taux long, etσrl ≡
σ1rσ1l + σ2rσ2l la covariance entre ces deux taux. Les termesλr ≡ λr(r, l, t) et λl ≡ λl(r, l, t)

sont les primes unitaires, associées au risque de taux. La prime de terme sur un bon est

Φ = λr × Pr

P
+ λl × Pl

P
, (5.51)

ce qui montre bien que cette prime rémunère l’exposition au risque, émanant des variations non-

anticipées du taux court et du taux long.

L’intérêt de ces modèles tient au fait que les deux facteurs qui déterminent la structure des taux

n’évoluent pas de façon parfaitement coordonnée, et qu’en conséquence la corrélation des taux de

rendement sur les divers bons peut être différente de l’unité. Ce faisant, on accroît incontestable-

ment le réalisme du modèle.

Cet avantage se paye toutefois par une augmentation sensible du nombre des paramètres à spécifier.

De trois paramètres dans le modèle à un facteur de Vasicek, on passe ici à huit (six paramètres du

processus joint des états, plus deux primes unitaires). Tous ces paramètres, et en particulier les

primes de risque, doivent être fixés sur la base de considérations théoriques externes au modèle.

On peut alors s’interroger sur le sens de la démarche consistant à ajouter un ou plusieurs facteurs

au modèle de Vasicek. En effet, en augmentant le nombre de variable d’état, on accroît la nécessité

« d’importer » des conclusions théoriques définies par ailleurs, et on réduit la portée du modèle.

Ceci est particulièrement criant dans le cas du modèle de Brennan et Schwartz : postulant que

deux taux expliquent l’ensemble de la structure, ces auteurs ont d’autant moins à expliquer, et on

comprend bien qu’un modèle à trois taux exogènes n’aurait pas grand intérêt.
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Mais, alors, existe-t-il un nombre raisonnable de facteurs ? De façon interne, l’approche par arbi-

trage ne peut fournir aucune réponse à cette question, et on doit faire appel à diverses techniques

économétriques. Ceci n’est pas satisfaisant du point de vue de l’analyse théorique des déterminants

de la structure des taux.

5.5 Conclusion

Ici se termine notre étude des modèles explicites de structure des taux, issus de l’équilibre d’arbitrage.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés au modèle à un facteur de Vasicek [1977],

qui nous a permis, dans une certaine mesure, d’examiner un modèle opérationnel de la théorie des

anticipations, exprimée dans un cadre standard. Pour obtenir des solutions explicites en terme de

prix ou de taux, il nous a fallu alors spécifier les paramètres du processus suivi par l’unique vari-

able d’état, le taux court. Trois solutions alternatives ont été proposées, puis analysées du point

de vue des propriétés de la solution obtenue. Cette analyse nous a permis de mettre en valeur la

grande souplesse des modèles d’arbitrage.

Toutefois, comme nous l’avons remarqué, l’unicité du facteur d’incertitude constitue un défaut

majeur de ces modèles, dans la mesure où elle impose une corrélation parfaite entre tous les taux.

Ceci nous a conduit à considérer la démarche consistant à accroître le nombre des facteurs. Si

cette opération améliore indéniablement la vraisemblance du modèle obtenu, il implique en même

temps une diminution de la portée du discours théorique sous-jacent. Un problème est, dès lors,

apparu : est-il possible de résoudre ce« trade-off »de façon optimale ? Dans le cadre de l’équilibre

d’arbitrage, la réponse est négative : les spécifications particulières des variables d’état devant

être justifiéesen dehorsdu modèle, le choix de ces spécifications ne peut être qu’arbitraire. En

conséquence, le trade-off évoqué ci-dessus ne peut être résolu de façon satisfaisante.

Bien sûr, cette conclusion ne condamne pas les modèles d’arbitrage, qui n’ont jamais prétendu

livrer autre chose qu’une solution partielle. Toutefois, nous devons admettre que les difficultés

engendrées par le fait qu’un certain nombre d’éléments importants restent exogènes, prêche pour

un dépassement de cette approche.
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Section 6 De l’insuffisance d’une approche par arbitrage de la struc-
ture des taux

6.1 Introduction

Les développements précédents nous ont permis de souligner les difficultés induites par le fait

qu’un certain nombre de paramètres importants, utilisés dans les modèles d’arbitrage, restent ex-

ogènes. Toutes les critiques que nous avons pu formuler à cet égard ont contribué à affirmer le

caractèresouhaitabled’une approche plus générale, fondée sur une description plus précise des

comportements individuels et de l’équilibre économique. Cette conclusion, en forme de recom-

mandation, sous-entend qu’une telle démarche permettrait d’appréhender une part plus grande de

réalité, soit, en d’autres termes,d’améliorerun modèle déjà performant.

Suivant Cox, Ingersoll et Ross [1985b], on peut aller plus loin, et montrer qu’une approche plus

économique de la structure des taux n’est pas seulementsouhaitable, elle est en faitindispensable.

L’argument de Cox, Ingersoll et Ross est, somme toute, fort simple. Si la démarche de l’équilibre

d’arbitrage permet d’établir des contraintes devant être nécessairement respectées par les prix de

marché, elle n’est pas suffisante pour interdire toute opportunité de gain sans risque. Dès lors, sur

ce marché, il doit être possible de mettre en œuvre une stratégie conduisant à des profits certains.

6.2 Contraintes sur les primes instantanées

Considérons donc, de nouveau, le modèle àK facteurs. Concentrant notre attention sur la prime

de terme, on peut résumer la démarche conduisant à l’équation de structure des taux de la façon

suivante : sous des hypothèses standards d’efficience et de rationalité, et dans le cadre d’un marché

financier ouvert continûment, si l’information pertinente est représentée parN variables d’état

dont l’évolution conjointe est gouvernée par

dY (t)
(N×1)

= µ(Y , t)
(N×1)

dt + σ(Y , t)
(N×K)

dz(t)
(K×1)

(6.1)
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alors le prixP (Y , t, s) d’un bon d’échéances évolue conformément à

dP (Y , t, s)
P (Y , t, s)

= α(Y , t, s) dt + δ′(Y , t, s)
(1×K)

dz(t)
(K×1)

, (6.2)

où

α(Y , t, s) =
1
P

{
1
2

tr(σ2
Y P Y Y ) + P Y µ + Pt

}
(6.3)

≡ 1
P
{L [P ]}

δ′(Y , t, s) =
1
P
{P Y σ} . (6.4)

L’équation (6.3) permet d’exprimer la prime instantanéeΦ(Y , t, s) ≡ α(Y , t, s)−r(Y , t) comme

Φ =
1
P

{
1
2

tr(σ2
Y P Y Y ) + P Y µ− rP + Pt

}
. (6.5)

Il est important de souligner que cette dernière équation découle simplement de l’application, sur

la fonction prix, des règles de calcul de l’outil mathématique utilisé, à savoir le calcul stochastique.

La portée théorique de (6.5), en réalité très limitée, peut être résumée par les deux propositions

suivantes :

1. l’information pertinente peut être modélisée par un processus multidimensionnel d’Itô. Cette

proposition, largement discutée au début de ce chapitre, s’est avérée fort peu restrictive ;

2. les prix des obligations dépendent de ce processus. Compte tenu du fait que l’information

ainsi véhiculée est supposée pertinente, cette proposition apparaît comme tout à fait na-

turelle.

La signification théorique du modèle naît véritablement de la condition d’arbitrage, qui contraint

la prime à respecter la relation60

Φ(Y , t, s) = λ′z(Y , t)δ(Y , t, s), (6.6)

60Voir équation (3.24) page 91.
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où λz est le vecteur(K × 1) des primes unitaires d’équilibre des risques issus desK sources

fondamentales d’incertitude.

Introduisant (6.4) dans (6.6), on peut écrire

Φ(Y , t, s) =
1
P
{P Y λY } . (6.7)

où λY = λY (Y , t) ≡ σλz est le vecteur(N × 1) des primes unitaires d’équilibre des risques

portés par chacune desN variables d’état. Ce vecteur ne dépend pas de l’échéances. D’après

(6.7), len-ième élément deλY représente la compensation offerte à l’équilibre par le marché

pour détenir un actif ayant une sensibilité de un pourcent par rapport aux variations de lan-ième

variable d’état. La primeΦ sur un bon s’exprime comme la somme des compensations offertes, la

n-ième compensation étant égale à la sensibilité du bon à lan-ième variable d’état, multipliée par

la compensation unitaire offerte pour ce type de sensibilité.

L’intérêt de cette représentation est de montrer que l’équilibre d’arbitrage place des restrictions

sur le rendement instantané, espéré en excès du taux sans risque : la primeΦ(Y , t, s) sur un bon

d’échéances doit satisfaireà la fois l’équation (6.5) et l’équation (6.7).

Le bouclage du modèle peut être réalisé en spécifiant

• la liste des variables d’étatY , ainsi que les paramètresµ(Y , t) et σ(Y , t) des processus

suivis par chacune d’elles ;

• le vecteurλY (Y , t) des primes de risque des variables d’état.

On montre maintenant que certaines spécifications conduisent à des incohérences internes.

6.3 Exemple d’une économie inconsistante

Pour ce faire, plaçons-nous dans le cadre d’un modèle dans lequel la seule variable d’état jugée

pertinente par les investisseurs est le taux court. Ce taux est supposé suivre un processus « racine

carrée », décrit par la différentielle stochastique

dr = κ(θ − r) dt + σ
√

r dz, avecκ, θ > 0. (6.8)
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Spécialisant, puis égalisant (6.5) et (6.7), il vient

1
2
σ2rPrr + κ(θ − r)Pr − rP + Pt = λr(r, t)Pr. (6.9)

Il est maintenant nécessaire de spécifierλr(r, t), le prix d’équilibre d’une sensibilité unitaire aux

variations du taux court. Supposons par exemple que cette prime soit une fonction linéaire der(t),

notée

λr(r, t) = λ0 + λ1r. (6.10)

Dès lors, la solution en terme de prix est61

P (r, t, s) = exp {A(T )r + B(T )} (6.11)

avec

A(T ) =
−2(evT − 1)

C(T )

B(T ) =
2(κθ − λ0)

σ2
ln





2v exp
{

κ+λ1+v
2 T

}

C(T )



 (6.12)

C(T ) = (κ + λ1 + v)(evT − 1) + 2v

v =
√

(κ + λ1)2 + 2σ2

oùT ≡ s− t désigne la maturité de l’obligation.

Utilisant cette solution pour calculer les divers termes de (6.3) et (6.4), la dynamique des prix (6.2)

s’écrit

dP

P
= {r + (λ0 + λ1r)A(T )}dt + A(T )σ

√
r dz. (6.13)

61On poseκ = κ+λ1, θ = (κθ)/(κ+λ1) etλr = λ0. L’équation différentielle à résoudre s’écrit alors1
2
σ2rPrr +(

κ(θ − r)− λr

)
Pr − rP + Pt = 0, et on utilise directement la preuve donnée en annexe A.3, page 147.
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La prime instantanéeλ = (λ0 + λ1r)A(T ) s’exprime donc comme une fonction linéaire du taux

court.

Pour montrer que (6.13) n’exclut pasa priori les opportunités d’arbitrage, on se place dans la

situation où le taux court est nul. Posantr = 0, (6.13) se réduit à

dP

P
= λ0A(T ) dt. (6.14)

Cette équation décrit une situation dans laquelle le taux de rendement apporté par la détention du

bon, sur le prochain instant, est absolument certain, et pourtant différent du taux court en vigueur,

égal à zéro. Le termeA(T ) étant négatif, on peut dire que, siλ0 est positif (négatif), il suffit de

vendre (d’acheter) des obligations, et de prêter (d’emprunter) au taux court du marché la somme

correspondante, pour réaliser un gain sans risque. Sous les hypothèses du modèle, cette situation

ne peut en aucun cas représenter un équilibre économique. L’économie est, en quelque sorte,

« inconsistante ».

Bien sûr, ce résultat ne remet pas en cause la justesse des inférences mathématiques utilisées

pour dériver l’équation de structure par terme, mais souligne crûment le caractèrenécessairede la

condition d’arbitrage utilisée.

6.4 Conclusion

La démarche de l’équilibre d’arbitrage montre ici ses limites : elle est tout simplement incapable,

en elle-même, de définir un équilibre économique viable. En conséquence, elle ne peut fournir

d’algorithme permettant de décider de la viabilité de la situation obtenue.

Cette dernière conclusion est particulièrement importante. Du point de vue des applications em-

piriques, elle signifie qu’il est malheureusement possible de s’évertuer à tester un modèle, sans

jamais se rendre compte qu’il est en fait inconsistant. Du point de vue théorique, elle conduit à ad-

mettrel’insuffisance intrinsèquede l’approche exposée dans ce chapitre : la procédure consistant

à utiliser un modèle, bâti sur la condition d’arbitrage, pour analyser une théorie de la structure des

taux définie « en dehors » — et résumée par une spécification particulière des paramètres exogènes

µ, σ et λY —, devient inacceptable, du fait que le modèle obtenu ne peut échapper au soupçon

de l’incohérence. Dès lors, une autre démarche doit être envisagée pour spécifier un modèle de

structure des taux.
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Mais quelle direction prendre ?

La critique précédente montre clairement la voie : il nous faut découvrir une relation fonctionnelle

entre les paramètresµ, σ et λY , de façon à assurera priori l’absence d’opportunité d’arbitrage à

l’équilibre.

La portée de cette conclusion, apparemment modeste, est en réalité considérable : pour exhiber

une relation fonctionnelle entre ces paramètres, on doit rendre endogène leur détermination au

sein du modèle. Pour rendre endogène le vecteur des primes unitairesλY , il est nécessaire de

s’intéresser à l’attitude des agents vis-à-vis du risque, et donc à leurs préférences. De même,

rendre endogène le taux court conduit naturellement à modéliser les processus de production à

l’œuvre dans l’économie, pour introduire l’épargne et l’investissement.

À l’évidence, le concept d’équilibre pertinent dans ce contexte n’est plus celui issu du principe

d’arbitrage, mais celui de l’égalité entre offre et demande.

Le renversement de perspective est bien total : on est conduit ici à décrireau préalableles struc-

tures et comportements de la sphère réelle de l’économie, le respect de la condition d’arbitrage

étant analysé comme une simple conséquence logique d’un équilibre économique au sens tradi-

tionnel du terme.

Pour la théorie traditionnelle, ces conclusions sont dévastatrices, mais constituent en même temps

une importante perspective de renouveau.
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Section 7 Conclusion du chapitre 2

Ainsi s’achève notre étude des modèles d’arbitrage de la structure des taux.

Dans un premier temps, nous avons analysé la pertinence d’une représentation des phénomènes

économiques au moyen de processus d’Itô. Nous avons montré que ce choix n’était pas aussi

restrictif qu’on aurait pu le penser, de prime abord. Toutefois, l’hypothèse conduisant à admettre

la continuité des trajectoires des processus a été jugée significative d’un renoncement à toute

explication en terme de rupture. À ceci près, nous avons conclu que l’outil de base, utilisé par les

modèles d’équilibre de la structure des taux, ne remettait pas en cause la généralité des résultats

obtenus.

Nous avons ensuite exposé le modèle d’arbitrage àK facteurs, et mis en valeur ses qualités. Sa

grande transparence, outre le fait qu’elle favorise une critique directe et rigoureuse, permet de

séparer clairement les hypothèses nécessaires à l’obtention d’un équilibre d’arbitrage, des hy-

pothèses devant être spécifiées relativement à des considérations exogènes au modèle. De ce fait,

le modèle àK facteurs s’est avéré potentiellement capable de constituer une plate-forme, destinée

à réinterpréter les théories traditionnelles de la structure des taux.

Il a alors été possible de procéder au réexamen de la théorie pure des anticipations, à travers quatre

versions utilisées couramment dans la littérature. Exprimées en temps continu, deux versions se

sont avérées identiques, et les trois restantes ont pu être déclarées incompatibles deux à deux.

Confrontées à la condition d’équilibre issue du modèle d’arbitrage, deux de ces trois versions ont

montré qu’elles étaient insoutenables dans un cadre théorique standard. En conclusion, nous avons

dû admettre que seule la version locale de la théorie pure des anticipations, postulant l’égalité des

rendements espérés sur une période de longueur unitaire, était susceptible d’être valide dans le

cadre d’un équilibre économique plus général.

Nous avons ensuite spécialisé le modèle àK facteurs, en spécifiant, en particulier, la prime et

les facteurs de risque, en accord avec la théorie des anticipations, puis en examinant la structure

des taux conditionnellement à divers processus supposés du taux court. Nous avons apprécié la

souplesse du modèle, mais été tenté d’ajouter de nouveaux facteurs explicatifs, de façon à accroître

sa vraisemblance empirique. Ceci nous a permis de souligner le caractère arbitraire des choix

effectués en la matière, et, finalement, l’inaptitude de l’approche par arbitrage à construire un

modèle de structure des taux satisfaisant, du point de vue de l’analyse théorique.

142



Chapitre 2 : l’équilibre d’arbitrage

Ces réserves ont été largement confirmées par un argument formel, démontrant que certaines spé-

cifications des paramètres exogènes au modèle pouvaient conduire à des situations d’équilibre

paradoxales,garantissantl’existence d’opportunités d’arbitrage. Aussi, nous avons dû admettre

que la méthode utilisée pour définir cet équilibre ne fournissait aucune indication sur le choix de

ces paramètres, et, en même temps, ne pouvait assurer la cohérence du modèle obtenu. De ce point

de vue, cette méthode est clairement défaillante.

Cette conclusion est, pour nous, fort importante. Elle signifie en particulier que l’endogénéisation

du prix d’équilibre du risque est nécessaire au maintien de la cohérence d’un modèle de structure

des taux. Dès lors, la boîte de pandore de l’économie réelle est ouverte : le prix d’équilibre du

risque dépend de l’attitude des agents vis-à-vis de ce risque, et donc,via leur fonction d’utilité,

de leur niveau de consommation effectif. Mais, dans l’optique de la théorie standard, leur choix

de consommation est déterminé conjointement à leur choix d’épargne et d’investissement, c’est-

à-dire à leur offre et demande de titres.

La boucle est donc bouclée, et l’équilibre d’arbitrage, purement financier, s’efface au profit d’un

équilibre traditionnel exprimé en terme d’offre et de demande. C’est à cette perspective, qui semble

prometteuse, que nous allons maintenant nous consacrer.
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Annexe du chapitre 2

On donne ici la démonstration des diverses solutions particulières, obtenues dans le cadre du mod-

èle d’arbitrage à un facteur, en supposant que la théorie des anticipations est vérifiée.

Les solutions obtenues lorsque le taux court suit un processus de Wiener général ou un proces-

sus d’Ornstein-Uhlenbeck sont démontrées (sous hypothèse locale des anticipations) dans Roger

[1991, pp.256–260]. Pour un processus « racine carrée », la preuve livrée ici est tirée de Choe

[1986, p.505].

A.1 Solution pour un processus de Wiener général

On doit résoudre une équation différentielle de la forme

1
2
σ2Prr + (µ− λr)Pr − rP + Pt = 0, (A.1)

sous la condition terminaleP (r, s, s) ≡ 1, oùµ, σ etλr sont des constantes.

Pour ce faire, on envisage une solution générale de la forme

P (r, t, s) = exp {A(T )r(t) + B(T )} , T ≡ s− t. (A.2)

De P (r, s, s) ≡ 1, on déduitA(0)r(t) + B(0) = 0. Valable à chaque instantt, cette condition

imposeA(0) = B(0) = 0.

L’équation (A.2) ci-dessus nous permet de calculer facilement les dérivées partiellesPt = −{A′(T )r + B′(T )}P ,

Pr = A(T )P et Prr = A(T )2P . On introduit alors ces expressions dans l’équation de structure

par terme (A.1). Divisant parP puis factorisant enr, on obtient :

{
1 + A′(T )

}
r(t) =

{
1
2
σ2A(T )2 + (µ− λr)A(T )−B′(T )

}
. (A.3)

Cette dernière égalité devant être vérifiée quel que soitT , les termes entre accolades sont nuls. On

doit donc résoudre les deux équations différentielles suivantes :

A′(T ) = −1 (A.4)
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B′(T ) =
1
2
σ2A(T )2 + (µ− λr)A(T ). (A.5)

La solution de la première équation différentielle est naturellementA(T ) = −T + K1, oùK1 est

une constante quelconque. SousA(0) = 0, il vient K1 = 0, et la solution est finalement

A(T ) = −T. (A.6)

Utilisant ce résultat, la deuxième équation différentielle s’écrit

B′(T ) =
1
2
σ2T 2 − (µ− λr)T. (A.7)

Le membre droit étant un polynôme de degré deux enT , il vient immédiatement

B(T ) =
{

1
6
σ2T 3 − 1

2
(µ− λr)T 2

}
+ K2. (A.8)

DeB(0) = 0, on déduitK2 = 0.

Introduisant les expressions finales deA(T ) et B(T ) dans (A.2), la solution de l’équation de

structure par terme (A.1) s’écrit

P (r, t, s) = exp

{
−r(t)T − (µ− λr)T 2

2
+

σ2T 3

6

}
. (A.9)

A.2 Solution pour un processus d’Ornstein-Uhlenbeck

On doit résoudre une équation différentielle de la forme

1
2
σ2Prr + (κ(θ − r)− λr) Pr − rP + Pt = 0, (A.10)

sous la condition terminaleP (r, s, s) ≡ 1, oùκ, θ, σ etλr sont des constantes.

La solution générale est de la forme

P (r, t, s) = exp {A(T )r(t) + B(T )} , T ≡ s− t. (A.11)
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La condition terminale impliqueA(0)r(t) + B(0) = 0 pour toutt, et doncA(0) = B(0) = 0.

Introduisant les dérivées partiellesPt = −{A′(T )r + B′(T )}P , Pr = A(T )P etPrr = A(T )2P

dans l’équation de structure par terme (A.10), divisant parP puis regroupant les termes enr, on

obtient :

{
κA(T ) + 1 + A′(T )

}
r(t) =

{
1
2
σ2A(T )2 + (κθ − λr)A(T )−B′(T )

}
. (A.12)

Valable quel que soitT , cette équation impose la nullité du facteur der ainsi que du terme in-

dépendant der. On doit donc résoudre les deux équations différentielles suivantes :

A′(T ) = −κA(T )− 1 (A.13)

B′(T ) =
1
2
σ2A(T )2 + (κθ − λr) A(T ). (A.14)

Pour résoudre la première équation différentielle, on poseC(T ) = A(T ) + 1/κ, et (A.13) se

réécrit C ′(T ) = −κC(T ), dont la solution estC(T ) = K1 exp (−κT ). SousA(0) = 0, on

calculeC(0) = 1/κ, et doncK1 = 1/κ. Finalement, la solution de (A.13) sousA(0) = 0 est

donc

A(T ) =
1
κ

(
e−κT − 1

)
. (A.15)

Combinant (A.14) et (A.15),il vient

B′(T ) =
{

θ − λr

κ

}
e−κT − θ +

λr

κ
+

σ2

2κ2

(
e−κT − 1

)2
, (A.16)

soit, après réarrangements,

B′(T ) =
1
2

σ2

κ2
e−2κT +

{
θ − λr

κ
− σ2

κ2

}
e−κT −

{
θ − λr

κ
− σ2

2κ2

}
. (A.17)

PosantD(T ) = exp(−κT ), on aD′(T ) = −κD(T ). ExaminantB en tant que fonction deD(T ),

on peut alors écrire62

∂B(T )
∂D(T )

=
B′(T )
D′(T )

, (A.18)

62En effet, si B(T ) = f(D(T )), la règle de dérivation des fonctions composées nous permet d’écrire
f(D(T ))′D(T ) = B′(T )/D′(T ). Le membre gauche de cette dernière égalité s’interprète bien comme∂B(T )/∂D(T ).
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soit

∂B(T )
∂D(T )

= − σ2

2κ3
D(T )− 1

κ

{
θ − λr

κ
− σ2

κ2

}
+

1
κ

{
θ − λr

κ − σ2

2κ2

}

D(T )
. (A.19)

La solution de l’équation différentielle (A.17) est donc

B(T ) = − σ2

4κ3
D(T )2 (A.20)

−1
κ

{
θ − λr

κ
− σ2

κ2

}
D(T ) +

1
κ

{
θ − λr

κ
− σ2

2κ2

}
ln(D(T )) + K2.

De plus, sousB(0) = 0, on obtientK2 = σ2

4κ3 + 1
κ

{
θ − λr

κ − σ2

κ2

}
. La solution de l’équation

différentielle (A.10), sousP (r, s, s) ≡ 1, est donc

P (r, t, s) = exp
{

1
κ

(
e−κT − 1

)
r(t) (A.21)

+
σ2

4κ3

(
1− e−2κT

)
+

1
κ

{
θ − λr

κ
− σ2

κ2

} (
1− e−κT

)
−

{
θ − λr

κ
− σ2

2κ2

}
T

}
.

A.3 Solution pour un processus « racine carrée »

On doit résoudre l’équation différentielle

1
2
σ2rPrr + (κ(θ − r)− λr) Pr − rP + Pt = 0, (A.22)

sous la condition terminaleP (r, s, s) ≡ 1, oùκ, θ, σ etλr sont des constantes.

La solution générale est de la forme

P (r, t, s) = exp {A(T )r(t) + B(T )} , T ≡ s− t. (A.23)
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La conditionP (r, s, s) ≡ 1 impliqueA(0)r(t)+B(0) = 0 pour toutt, et doncA(0) = B(0) = 0.

Les dérivées partiellesPt = −{A′(T )r + B′(T )}P , Pr = A(T )P etPrr = A(T )2P , introduites

dans (A.22), donnent, après division parP et factorisation enr :

{
−1

2
σ2A(T )2 + κA(T ) + 1 + A′(T )

}
r(t) =

{
(κθ − λr) A(T )−B′(T )

}
. (A.24)

Valable pour toutT , cette équation impose la nullité du facteur der et du terme indépendant der.

On doit donc résoudre les deux équations différentielles suivantes :

A′(T ) =
1
2
σ2A(T )2 − κA(T )− 1 (A.25)

B′(T ) = (κθ − λr) A(T ). (A.26)

Pour résoudre (A.25), on procède au changement de variables suivant :

D(T ) ≡ A(T )− κ + v

σ2

E(T ) ≡ A(T )− κ− v

σ2
(A.27)

v ≡
√

κ2 + 2σ2.

On vérifie alors aisément que

1
2
σ2A(T )2 − κA(T )− 1 = v

{
1

D(T )
− 1

E(T )

}−1

. (A.28)

Et, commeA′(T ) = D′(T ) = E′(T ), on peut réécrire (A.28) sous la forme

{
D′(T )
D(T )

− E′(T )
E(T )

}
= v. (A.29)

Intégrant (A.29) de 0 àT , il vient immédiatement

[
ln

D(τ)
E(τ)

]T

0

= vT (A.30)
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soit

ln
{

D(T )
E(T )

/
D(0)
E(0)

}
= vT. (A.31)

DeA(0) = 0, on déduitD(0)/E(0) = (κ+v)/(κ−v). Introduisant cette expression dans (A.31),

il vient, après élimination du logarithme,

D(T )
E(T )

=
κ + v

κ− v
evT . (A.32)

Il suffit alors de remplacerD(T ) etE(T ) par leur expression, donnée en (A.27), et de résoudre en

A(T ). On trouve

A(T ) =
−2(evT − 1)

(κ + v)(evT − 1) + 2v
. (A.33)

Afin de préparer la résolution de la deuxième équation différentielle (A.26), on procède à un

nouveau changement de variables :

C(T ) ≡ (κ + v)(evT − 1) + 2v, (A.34)

si bien queC ′(T ) = v(κ + v) exp(vT ), et C(0) = 2v. On peut alors exprimer (A.33) sous la

forme

A(T ) = − 2
σ2

C ′(T )
C(T )

+
κ + v

σ2
. (A.35)

Insérant cette expression dans (A.26), on doit alors résoudre

B′(T ) =
2(κθ − λr)

σ2

{
−C ′(T )

C(T )
+

κ + v

2

}
. (A.36)

CommeB(0) = 0, l’intégration de cette équation entre 0 etT conduit à

B(T ) =
2(κθ − λr)

σ2

[
− ln C(τ) +

κ + v

2
τ

]T

0
, (A.37)
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soit

B(T ) =
2(κθ − λr)

σ2

{
− ln

{
(κ + v)(evT − 1) + 2v

}
+

κ + v

2
T + ln {2v}

}
, (A.38)

ou encore

B(T ) =
2(κθ − λr)

σ2
ln

{
2v exp

{
κ+v

2 T
}

C(T )

}
. (A.39)

La solution de l’équation différentielle (A.22), sousP (r, s, s) ≡ 1, est donc

P (r, t, s) = exp {A(T )r(t) + B(T )} , T ≡ s− t (A.40)

avec

A(T ) =
−2(evT − 1)

C(T )

B(T ) =
2(κθ − λr)

σ2
ln

{
2v exp

{
κ+v

2 T
}

C(T )

}
(A.41)

C(T ) = (κ + v)(evT − 1) + 2v

v =
√

κ2 + 2σ2.
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Chapitre 3 : l’équilibre général

Section 1 Introduction

Dans la mesure où l’équilibre entre offre et demande de titres dépend étroitement des comporte-

ments individuels, et de l’environnement dans lequel ceux-ci s’expriment, l’analyse des détermi-

nants économiques de la structure des taux peut être conduite de multiples façons. Dans la logique

de cette thèse, nous choisissons d’examiner l’influence du comportement économique rationnel en

incertitude.

Le modèle pertinent en la matière est le modèle intertemporel d’équilibre économique général

des actifs financiers, de Cox, Ingersoll et Ross [1985a]. Il possède l’avantage d’être parfaitement

compatible avec le modèle d’arbitrage àK facteurs, tant sur le plan formel que théorique. Du

point de vue formel, il fait appel au calcul stochastique. Du point de vue théorique, il s’inscrit dans

une perspective purement standard, à base de marchés parfaits et d’anticipations rationnelles. En

vérité, le modèle d’équilibre général peut être perçu comme l’extension « naturelle » du modèle

à K facteurs, dans un univers économique complet. Nous pouvons, de ce fait, envisager de les

comparer précisément, et de déterminer ainsi l’apport spécifique de l’approche par l’équilibre

général.

La suite de ce chapitre est organisée de la façon suivante. Dans une section 2, nous présentons

le modèle général de Cox, Ingersoll et Ross. Ses hypothèses, relatives aux comportements et à

l’environnement économique, sont analysées. À l’équilibre, un certain nombre de relations fon-

damentales sont établies, et, en particulier, une équation permettant d’évaluer une grande variété

d’actifs financiers. Spécialisant cette dernière équation au cas des bons sans coupon, on obtient une

équation fondamentale de structure par terme, comparable àl’équation de structure par termeis-

sue du modèle d’arbitrage. Dans la section 3, nous poursuivons la comparaison en montrant que

le modèle d’équilibre économique général est capable d’engendrer des modèles explicites, tout à

fait similaires à ceux obtenus par spécialisation du modèle àK facteurs. L’avantage des modèles

explicites issus de l’approche par l’équilibre général tient au fait qu’ils sont consistants, dans le

sens où ils garantissent l’absence d’opportunité d’arbitrage à l’équilibre. Toutefois, nous montrons

que les hypothèses nécessaires à l’obtention d’une solution fermée de structure des taux sont loin

d’être neutres d’un point de vue théorique. Dans la section 4, nous utilisons le modèle général pour

réexaminer les théories traditionnelles. En particulier, la théorie pure des anticipations est mise à

rude épreuve. Enfin, une section 5 conclut ce chapitre.
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Section 2 Équilibre économique général et prix des bons sans coupon

2.1 Introduction

À la fin des années soixante-dix, un papier de travail de Cox, Ingersoll et Ross, intitulé« A Theory

of the the Term Structure of Interest Rates », commence à circuler. Avant même sa publication

(tardive) sous forme de deux articles désormais célèbres [1985a, 1985b], ce papier s’affirme déjà

comme une contribution majeure à la théorie de la structure des taux, et, plus généralement, à la

théorie de l’évaluation des actifs financiers. Depuis, le modèle de Cox, Ingersoll et Ross occupe

une position centrale (et presque monopolistique) dans la littérature théorique standard traitant de

la hiérarchie des taux, et aucune alternative ne semble actuellement pointer à l’horizon.

Comment expliquer ce succès ? Nous avancerons trois raisons principales.

La première raison tient aux qualités intrinsèques du modèle. Dans son univers (marchés parfaits

et anticipations rationnelles), le modèle d’équilibre général est sans conteste une construction

remarquable. Ses hypothèses, à la fois simples et générales, adaptées à un contexte intertemporel,

en font une extension naturelle du modèle « phare » de la théorie standard moderne, le modèle

développé par Arrow [1964] et Debreu [1959]. Pourtant, le modèle de Cox, Ingersoll et Ross ne

paye pas cette richesse théorique par une inaptitude aux tests empiriques : il permet notamment

d’exhiber une équation de prix pouvant s’appliquer aux bons sans coupon, mais également à la

quasi-totalité des actifs financiers. Le modèle de Cox, Ingersoll et Ross réalise la performance

de regrouper en son sein — et d’une manière particulièrement élégante — des pans entiers de la

théorie économique et financière : théorie du taux d’intérêt en univers incertain (dont l’archétype

est précisément le modèle de Arrow et Debreu), version d’équilibre du CAPM monopériodique,

CAPM intertemporel, et théories d’évaluation des actifs financiers par arbitrage.1

La deuxième raison est liée à l’état du domaine de recherche dans la décennie quatre-vingts.

Dans un troisième article important, Cox, Ingersoll et Ross [1981] réexaminent en profondeur les

théories traditionnelles de la structure des taux. Comme nous l’avons vu, leurs conclusions sont

dévastatrices : la théorie pure des anticipations, réduite à une version « locale », n’est déclarée

valide que sous des hypothèses extrêmement restrictives. De plus, comme nous le verrons, les

1La version d’équilibre du CAPM monopériodique est attribuée à Sharpe [1964, 1970], Lintner [1965a, 1965b],
Mossin [1966, 1969], et Treynor [1965]. Le CAPM intertemporel (l’ICAPM) a été développé en temps discret par
Samuelson [1969], et en temps continu par Merton [1969, 1971, 1973b]. Les théories d’évaluation des actifs financiers
par arbitrage sont représentées notamment par Black et Scholes [1973], Vasicek [1977], et Cox, Ingersoll et Ross [1981].
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théories avec primes, comme la théorie de Hicks ou de Modigliani et Sutch, sont assujetties à une

réinterprétation de leurs fondements. En déstabilisant ainsi le domaine de recherche, l’article de

1981 a probablement favorisé l’adoption rapide des travaux novateurs publiés en 1985.

Enfin, la troisième raison tient à la complexité de l’outil mathématique utilisé. Bien qu’il puisse

paraître paradoxal d’en faire une des raisons du succès des travaux de Cox, Ingersoll et Ross,

l’utilisation intensive du calcul stochastique, dans le cadre du modèle d’équilibre économique

général, explique en partie la position privilégiée qu’il occupe. Pour les articles de 1985 notam-

ment, le coût du « ticket d’entrée » mathématique est particulièrement élevé, et la compréhen-

sion même du modèle de structure des taux n’est pas chose aisée.2 Pourtant, compte tenu de

l’importance des travaux en question, le modèle d’équilibre économique général constitue, pour

l’économiste intéressé par les aspects théoriques de la structure des taux, un point de passage

obligé. Ainsi, bien qu’à l’origine d’un saut qualitatif important, les travaux de Cox, Ingersoll et

Ross n’en ont pas moins provoqué un certain resserrement du domaine de recherche.

Dans la présente section, nous tentons d’exposer clairement ce modèle d’équilibre économique

général. Les notations, ainsi que la présentation des équations, sont choisies de façon à faciliter la

comparaison entre ce modèle et le modèle d’arbitrage. Nous analysons en détail ses hypothèses et

ses principales conclusions. En particulier, nous examinons une équation différentielle, permettant

de déterminer le prix des actifs financiers.

En spécialisant cette équation au cas de l’actif obligataire sans coupon, on peut exhiber une équa-

tion semblable à l’équation de structure par terme obtenue dans le cadre du modèle àK facteurs.

Nous comparons alors l’approche par arbitrage et l’approche générale de la structure des taux. Ce

faisant, nous isolons précisément l’apport spécifique de l’approche par l’équilibre général dans

l’analyse de la hiérarchie des taux.

2.2 Structure de l’économie et comportements : les hypothèses de base

Nous exposons, dans cette sous-section, les hypothèses qui définissent l’environnement économique

et les comportements individuels. Un premier groupe d’hypothèses (hypothèses 1 à 4) décrit les

opportunités de production offertes aux individus, ainsi que la structure de l’incertitude qui affecte

l’économie. Un second groupe (hypothèses 5 et 6) précise le comportement des agents. Enfin, un

2Nous adhérons totalement à l’opinion de Patrick Roger, pour qui « La lecture de deux pages tirées au hasard d’un
de ces deux articles constitue, à notre connaissance, le meilleur remède contre l’insomnie » [1991, p.262].
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dernier groupe (hypothèses 7 et 8) spécifie les instruments financiers mis à leur disposition, afin

qu’ils puissent gérer au mieux les risques économiques.

2.2.1 La sphère réelle : incertitudes sur la production et rôle des firmes

Quatre hypothèses permettent de spécifier la structure productive de l’économie. Cette structure

est élémentaire : l’économie ne produit qu’un seul bien, grâce àN technologies stochastiques

linéaires, et ce bien constitue en même temps l’unique facteur de production.

La première hypothèse définit l’unique actif physique (le « bien ») considéré.

Hypothèse 1 Il n’existe qu’un seul bien. Celui-ci peut être soit consommé, soit utilisé comme

input dans la production. Toutes les valeurs sont mesurées en unités de ce bien.

Ainsi, dans cette économie, un unique actif fait à la fois office de bien de consommation, de facteur

de production, et de numéraire. Il n’y a donc ni prix relatifs, ni monnaie à proprement parler.3

Les processus de production sont définis de la façon suivante :

Hypothèse 2 Il existe dans l’économieN technologies pouvant être mises en œuvre pour pro-

duire le bien. Ces technologies sont telles que les taux d’accroissement instantanés de chacun

desN éléments d’un vecteur d’investissement dans cesN technologies suivent conjointement

un processus multidimensionnel d’Itô, àN + K coefficients de diffusion, tel que la matrice de

variance-covariance des taux d’accroissement soit définie positive. Les paramètres infinitésimaux

de ce processus dépendent du temps et d’un vecteur deK variables d’état.

Si on noteY le vecteurK×1 des variables d’état, etQ ≡ Q(Y , t) le vecteurN×1 des montants

investis dans cesN processus de production, l’évolution deQ lorsque les outputs sont continûment

réinvestis dans leur processus respectif peut être décrite par la différentielle stochastique

dQ(t)
N×1

= IQ

N×N

αQ(Y , t)
N×1

dt + IQ

N×N

δQ(Y , t)
N×(N+K)

dz(t)
(N+K)×1

(2.1)

3Dans l’univers décrit par ce modèle, l’offre de monnaie n’a aucun effet réel, et son introduction peut apparaître
superflue. Voir, sur ce thème, Cox, Ingersoll et Ross [1985b, section 7, pp.401–405]. De même, les principales con-
clusions du modèle d’équilibre général ne sont pas perturbées par l’introduction de plusieurs biens. Voir par exemple
Breeden [1979], Richard et Sundaresan [1981], Sundaresan [1984], Breeden [1986], Dunn et Singleton [1986].
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où

• IQ ≡ IQ(Q) désigne une matrice diagonaleN ×N dont lei-ième élément diagonal est le

i-ième élément du vecteurQ(Y , t), notéQi(Y , t) ;

• αQ(Y , t) est un vecteurN × 1 dont l’élément général{αQ,i(Y , t)} désigne l’espérance du

changement deQi(Y , t),4 c’est-à-dire du taux de rendement physique dui-ième processus ;

• δQ(Y , t) est une matriceN × (N + K). La matrice carréeδQδ′Q, de dimensionN , est

la matrice de variance-covariance des taux de rendement des processus. Elle est définie

positive ;

• dz(t) est un vecteur colonne deN + K processus de Wiener indépendants.

Bien que, pour des raisons de convenance mathématique, l’équation ci-dessus décrive l’évolution

d’un vecteur d’investissement continûment renouvelé, rien n’oblige les agents à agir de la sorte. Le

système (2.1) représente simplement une description particulière desopportunités de production

offertes aux investisseurs.

Ainsi définie, la structure productive de l’économie peut être caractérisée de la façon suivante :

• Le bien produit dans cette économie est le seul facteur de production. Le travail n’est pas

nécessaire, et le partage travail-loisir ne sera donc pas pris en compte.

• La production est incertaine. À l’instantt, les termesIQ, αQ etδQ sont connus, mais, dz(t)

étant aléatoire, les taux de rendement dQi/Qi des processus de production sont incertains :

le flux de production instantané, à l’instantt, subitN + K chocs indépendants, reflétant les

N + K incertitudes fondamentales qui affectent l’économie à cet instant.

• Ce modèle permet de prendre en compte une large gamme de processus de production. Les

paramètres infinitésimauxαQ et δQ restent ici non-spécifiés. On notera, par exemple, que

dQi peut prendre une valeur négative, reflétant ainsi une dépréciation aléatoire du capital

physique. Toutefois, le système (2.1) étant un processus d’Itô, le capitalQ évolue de façon

4Pour être précis, il s’agit de l’espérancepar unité de temps. On omettra cette précision par la suite, chaque fois
qu’il n’y aura pas d’ambiguïté.
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continue, et le modèle ne peut donc prendre en compte les conséquences d’éventuelles rup-

tures dans la trajectoire des taux de rendement physique.5

• Le risque induit par ces incertitudesn’est pas totalement diversifiable. La matriceδQδ′Q de

variance-covariance des taux de rendement des processus étant définie positive, le « portefeuille »

des investissements productifs de l’économie restera toujours risqué, quels que soient les

choix opérés en la matière.6 Cette propriété fort importante signifie que l’économie, dans

son ensemble, est affectée par un risque instantanésystématique, qui devra en conséquence

être rémunéré par le marché.

• La technologie de production est de nature linéaire. Plus précisément, on peut dire que la

distribution de probabilité des rendements, obtenus sur un investissement dans l’un quel-

conque des processus, est indépendant du montant investi (αQ et δQ ne dépendent pas de

Q). Cette propriété transpose en univers stochastique le concept de rendements d’échelle

constants. Ainsi, toute production mise en œuvre se décompose en deux termes indépen-

dants : la quantité investie, d’une part, et le taux de rendement de la technologie choisie,

d’autre part. Si le premier terme est bien une variable endogène d’un modèle d’équilibre

général, l’hypothèse d’une technologie linéaire permet de regarder le second terme comme

un paramètre technologique exogène.

• L’état courant de la technologie est parfaitement résumé par la valeur desK variables d’état.

La distribution de probabilité des rendements physiques courants dépend uniquement du

niveau des variables d’état à ce moment. Nous dirons queY (t) représentel’état de la tech-

nologie à l’instantt.

Une troisième hypothèse spécifie le comportement des variables d’état.

Hypothèse 3 LesK variables d’état suivent conjointement un processus multidimensionnel d’Itô,

dépendant desN +K chocs subis par la technologie, et tel que la matrice de variance-covariance

des changements des variables d’état soit semi-définie positive.

5L’extension du modèle d’équilibre général de structure des taux à des processus mixtes Itô et Poisson a été réalisée
par Mo Ahn et Thompson [1988].

6Si on appellew un vecteurN × 1 de poids (non tous nuls) d’investissement dans cesN processus, la variance
du taux de rendement du portefeuille estw′δQδ′Qw. Comme la matriceδQδ′Q est définie positive, cette variance
est, par définition, strictement positive. Aucun processus productif n’est redondant, dans le sens où il serait possible de
« répliquer » ses paramètresδQ,j de « réponse » auxN +K sources d’incertitude, en regroupant de manière appropriée
un certain nombre d’autres processus.
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On notera ce processus

dY (t)
K×1

= µ(Y , t)
K×1

dt + σ(Y , t)
K×(N+K)

dz(t)
(N+K)×1

(2.2)

avecσσ′ ≡ σ2
Y semi-définie positive. Les divers éléments de (2.2) s’interprètent de façon habituelle.

Clairement, cette spécification introduit dans le modèle deschangements technologiques aléa-

toires. Tant queσ n’est pas une matrice nulle, les paramètresαQ et δQ de la distribution des

rendements des processus physiques sont stochastiques. Ainsi, l’évolution aléatoire deY déter-

mine les opportunités de production qui seront disponibles, à l’avenir, dans l’économie.

Ces trois premières hypothèses structurent, de manière tout à fait particulière, les risques subis par

les investisseurs. L’incertitude sur l’investissement productif est décomposée en deux éléments :

1. l’incertitude sur la production (dans le sens deoutput), ou « incertitude intrapériodique ».

À l’instant t, la distribution de probabilité des rendements du capital sur le prochain instant

est connue, et l’investisseur subit un aléa instantané sur son investissement, conformément

à cette distribution. Le risque est ici représenté par lesN +K chocs indépendants, que nous

appellerons les « sources d’incertitude ».

Cette incertitude est précisément celle qui est prise en compte par le CAPM monopéri-

odique d’équilibre. Elle sera traitée ici de manière tout à fait similaire : lesN + K sources

d’incertitude affectent la richesse globale (le « portefeuille de marché ») à travers les déci-

sions optimales des investisseurs. Ce portefeuille, constitué detousles actifs disponibles, est

la variable dont l’évolution aléatoire sur le prochain instant représente le risque instantané

non-diversifiablede l’économie, et, donc, le seul risque rémunéré à l’équilibre. Pour cette

raison, la variation instantanée de la richesse est un « facteur de risque » dans ce modèle ;

2. l’incertitude sur la technologie, ou « incertitude intertemporelle ». La distribution de prob-

abilité des rendements évolue, elle-même, de façon aléatoire, sous l’effet desK variables

d’état stochastiques. Il s’agit, en quelque sorte, d’une incertitude sur l’incertitude, ou d’une

meta-incertitude.

Bien qu’elle soit spécifique aux modèles intertemporels, cette incertitude sera traitée selon

le même principe que ci-dessus : l’évolution des variables d’état représente un « facteur de

risque », parce qu’elle influence l’évolution de la richesse,via les comportements optimaux

des investisseurs.
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On notera toutefois que l’hypothèse 3 impose à la matrice de variance-covarianceσ2
Y d’être

simplement semi-définie positive, et non définie positive.7 Ceci autorise une structure « dégénérée »

de facteurs technologiques : certains peuvent être instantanément non-stochastiques (les

lignes correspondantes deσ sont nulles), et d’autres peuvent l’être par regroupement (on

construit ainsi un « état agrégé » parfaitement prévisible à court terme). Les facteurs de

risque réellement importants peuvent donc être en nombre inférieur àK.

Au total, nous sommes en présence d’un modèle àK + 1 facteurs, qui prend en compte à la

fois la production incertaine et les changements technologiques aléatoires. On remarquera que

l’évolution des taux de rendement physique est instantanément corrélée avec les changements des

variables d’état, par l’intermédiaire de la matrice de covarianceδQσ′, de dimensionN ×K.

Nous pouvons maintenant clore cette description de la sphère réelle de l’économie, en définissant

les conditions d’accès des individus à cesN processus productifs.

Hypothèse 4 L’accès aux processus de production est totalement libre pour tous les individus.

Ces processus peuvent être mis en œuvre à tout moment, et sans frais.

De prime abord, cette hypothèse ne semble laisser aucune place aux firmes : l’investissement pro-

ductif est réalisé directement par des consommateurs-investisseurs, sans l’aide d’aucune structure

intermédiaire. En vérité, on peut tout à fait admettre l’existence de firmes maximisatrices, mais,

dans la cadre de ce modèle, celles-ci resteraient totalement transparentes, et, en fin de compte,

inutiles.

Supposons en effet qu’il existe des firmes, cherchant à maximiser leur valeur de marché, et postu-

lons, sans perte de généralité, que chacune d’entre elles se spécialise dans une seule desN tech-

nologies disponibles. Pour se procurer des inputs, chaque firme émet des titres de propriété (des

actions), parfaitement divisibles, qui donnent droit à leur détenteur de recevoir une certaine part des

outputs obtenus au terme d’une phase de production (de « longueur » dt). Ces actifs « primaires »

s’échangent librement sur un marché secondaire d’actions. Dans un environnement parfaitement

compétitif, où, en particulier, chaque individu peut créer sa propre firme, l’hypothèse des rende-

ments constants conduit invariablement à la nullité des profits (actuels et espérés) de chaque firme.

Sur le marché secondaire, l’équilibre doit donc être tel que l’espérance du rendement « financier »

7On a doncw′σσ′w ≥ 0 pour tout vecteurw (de dimensionK × 1). Cette condition n’est pas restrictive, car
w′σσ′w s’interprète comme une variance.
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d’une action soit égale à l’espérance du rendement « physique » sur le processus correspondant.

Dès lors, la distinction entre action et processus de production devient sans objet, et on peut con-

sidérer que les individus investissent en mettant en œuvre eux-mêmes les technologies disponibles.

Ainsi, nous pouvons admettre, sans perte de généralité, qu’il n’existe aucune firme en tant qu’acteur

spécifique, ou encore que chaque individu crée ses propres firmes, dont il reste l’unique proprié-

taire et actionnaire.

2.2.2 Le comportement microéconomique

Ayant admis la transparence des firmes, un seul type d’agent sera considéré dans le cadre de

ce modèle : les consommateurs-investisseurs. L’hypothèse suivante confère à chacun d’eux un

comportement rationnel standard.

Hypothèse 5 À tout instant, chaque individu cherche à maximiser l’espérance d’une fonction

d’utilité, cumulée jusqu’à la date de sa mort (supposée connue). L’utilité, qui dépend de sa con-

sommation et du niveau des variables d’état à l’instant considéré, est monotone croissante et

strictement concave.

Considérons un individu particulier. D’après l’hypothèse ci-dessus, il cherche à maximiser, à

l’instant t et sous sa contrainte de budget, une fonction du type

E

[∫ t′

t
U [C, Y , τ ] dτ

]
, (2.3)

où E est l’espérance mathématique, conditionnelle à l’information disponible ent, U [.] est la

fonction d’utilité,C(τ) le flux de consommation à l’instantτ , ett′ est la date de sa mort.8 Comme

UC > 0 (l’utilité marginale est toujours positive), cet individu est insatiable. De plus,UCC < 0

(l’utilité marginale est strictement décroissante) implique qu’il a de l’aversion pour le risque, quel

que soit son niveau de consommation.

La caractéristique la plus marquante de (2.3) est que l’utilité de l’individu sur toute sa durée de vie

est additivement séparable dans le temps. Ainsi, l’utilité, à un instant du futur, ne dépend pas di-

8On peut consulter Merton [1971, 1973b] pour les variantes suivantes : horizon infini, utilité terminale (legs), et date
de décès stochastique.
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rectement de la consommation aux autres instants.9 Ceci implique en particulier que les décisions

passées n’influencent pas les décisions futures, et justifie donc que l’utilité globale, exprimée en

(2.3), ne dépende pas de termes antérieurs àt. L’hypothèse de séparabilité additive de la fonction

d’utilité est importante, parce qu’elle conduit à privilégier l’analyse du comportement en incerti-

tude, au détriment du comportement de consommation : en effet, sous cette hypothèse, l’aversion

pour le risque devient l’unique principe explicatif des substitutions intertemporelles de consomma-

tion. L’individu adverse au risque (et donc prêt à payer pour l’éviter) va choisir un plan d’action qui

minimise les variations non-anticipées de sa consommation. Il s’agit, en quelque sorte, d’une ver-

sion stochastique du traditionnel comportement de « lissage intertemporel de consommation ».10

Ayant caractérisé les comportements individuels, on peut maintenant spécifier la population.

Hypothèse 6 Il existe un nombre donné d’individus. Ces individus ont des dotations et des préférences

identiques. Chacun d’eux admet que l’économie est telle que décrite précédemment, et agit comme

price-taker sur tous les marchés.

Cette hypothèse est importante pour plusieurs raisons.

En premier lieu, elle pose la parfaite homogénéité de la population, du point de vue de ses carac-

téristiques économiques pertinentes (dotations, préférences et croyances). Il devient alors possible

d’utiliser la fiction de « l’individu représentatif » : sans perte de généralité, on peut supposer que

l’économie ne comporte qu’un seul individu, dont le comportement est décrit par l’hypothèse 5.

L’homogénéité des individus est bien entendu une hypothèse lourde, parce qu’elle interdit pure-

ment et simplement tout échange.11 Dès lors, le marché ne remplit plus sa fonction économique

première, à savoir la « mise en cohérence » de plans individuels, incompatiblesex ante. En réalité,

le seul rôle attribué ici au marché est derévélerles prix d’équilibre de l’économie. La signification

de ces prix est la suivante : ils sont tels que les individus nesouhaitentpas recourir à l’échange, et

ne se sentent donc pas contraints par le fait qu’il est impossible d’effectuer le moindre échange.12

9Bien entendu, elle en dépend indirectement,via l’optimisation sous contrainte de budget.

10Dunn et Singleton [1986] envisagent le cas d’une fonction d’utilité non-séparable.

11Clairement, si tous les individus sont identiques, aucun échange ne peut avoir lieu.

12Pour un exposé des conditions qui permettent de résoudre le problème de l’agrégation des comportements individu-
els, voir par exemple Rubinstein [1974], ou Duffie et Huang [1985]. Pour un modèle d’équilibre général de structure
des taux avec agents hétérogènes, voir Breeden [1979 et 1986].
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Dans le cadre de l’équilibre général traité ici, l’hypothèse d’homogénéité signifie, en particulier,

que la richesse agrégéeW (t) est une statistique suffisante pour décrire la répartition de la richesse

entre tous les individus (leur nombre est fixe et connu). Ainsi, l’état de l’économie à l’instantt est

parfaitement résumé parW (t) etY (t), lesK variables représentatives de l’état de la technologie.

En conséquence, les relations définies à l’équilibre général dépendront du triplet(W,Y , t).

En second lieu, et de façon similaire au modèle àK facteurs exposé dans le chapitre précédent,

l’homogénéité des croyances fait de l’hypothèse 6 une hypothèse d’anticipations rationnelles :

connaissant le « vrai » modèle de l’économie, les individus insatiables vont établir les meilleures

prévisions possibles pour chacune des variables pertinentes, en utilisant les « vraies » distributions

de probabilité.

2.2.3 La sphère financière

La sphère financière désigne ici l’ensemble des marchés d’actifs financiers bilatéraux.

La possession d’un tel actif confère à son détenteur le droit de recevoir des paiements donnés,

conditionnellement à la réalisation de certains événements à des dates données (ou encore sur

des périodes données) du futur. Par « événement », nous entendons ici une configuration des états

décrivant l’économie.13

Ces actifs sont émis, vendus et achetés par les individus, qui cherchent ainsi à modifier leur exposi-

tion aux risques créés par l’incertitude des états qui prévaudront dans le futur. Les actifs financiers

assurent une fonction d’allocation, de répartition du risque.

Avant d’aller plus loin, on doit remarquer que les processus de production peuvent également

remplir cette fonction d’allocation (au même titre qu’un marché boursier d’actions).

Considérant, d’une part, le vecteurαQ des espérances des taux de rendement sur les processus

physiques, et, d’autre part, la matriceδQδ′Q des covariances de ces même taux, l’investisseur peut

jouer sur l’effet de diversification afin d’atteindre une position de risque-rendement instantané

satisfaisante. Il se comporte alors comme l’investisseur du CAPM monopériodique. Mais, de plus,

les taux de rendement desN processus covarient ici avec les variations aléatoires desK variables

technologiques (via la matriceδQσ′). L’investissement physique constitue de ce fait un instrument

13Par exemple, le fait que la richesse globaleW (t) soit supérieure à un seuil donné.
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de protection contre les risques spécifiquement intertemporels.

Dès lors, on peut s’interroger sur l’utilité même des actifs financiers dans cette économie.

En fait, dans le cadre du modèle présenté ici, on peut être certain que les agents seront tentés de

créer des actifs financiers bilatéraux, parce que les processus physiques seuls ne peuvent assurer

qu’une protection partielle. En effet, en l’absence d’actifs financiers, les individus ne disposent que

deN instruments pour allouer optimalement les risques induits parN + K sources d’incertitude

indépendantes (on rappelle queδQδ′Q est de rang plein). Les opportunités de production, assim-

ilables aux opportunités d’investissement en actions, ne permettent pas à un agent de déterminer

librement sa politique d’assurance, vis-à-vis de chacune de ces sources d’incertitude : le choix

d’un certain degré de protection contre un desN + K risqueslimite les degrés de protection qu’il

peut atteindre sur les autres risques. Parce que les risques ne sont pas individuellement assurables,

le marché des actions estincompletau sens de Arrow et Debreu.

On postule donc l’existence de ces actifs financiers bilatéraux.

Hypothèse 7 Il existe des marchés parfaits14 de titres financiers bilatéraux. Ces titres, créés et

achetés par les individus, spécifient en totalité les paiements conditionnels auxquels ils donnent

droit. Ces paiements peuvent dépendre de toutes les variables nécessaires pour décrire l’état de

l’économie.

On rappelle que, compte tenu des hypothèses précédentes, l’état de l’économie est parfaitement

décrit par le triplet(W,Y , t). Si on noteϕF,i la fonction de paiement, etFi le prix dui-ème titre,

on aϕF,i ≡ ϕF,i(W,Y , t) et doncFi ≡ Fi(W,Y , t). Le vecteurY suit un processus multidimen-

sionnel d’Itô. Admettons pour l’instant que la richesseW suive également un processus de ce type

(ceci sera confirmé par la suite). Dans ces conditions, et d’après le lemme fondamental du calcul

stochastique,Fi suit un processus d’Itô. Il est alors licite de décrire l’évolution de ce prix par une

différentielle stochastique de la forme

dFi = (FiαF,i − ϕF,i) dt + Fi δ′F,i

1×(N+K)

dz(t)
(N+K)×1

(2.4)

où αF,i ≡ αF,i(W,Y , t) est le taux de rendement anticipé sur le titre, etδF,i ≡ δF,i(W,Y , t)

14Pour la définition d’un marché parfait, voir l’hypothèse 1 du modèle àK facteurs, page 82.
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est un vecteur colonne de dimension(N + K), spécifiant l’effet de chacune desN + K sources

d’incertitude.15 Le scalaireδ′F,iδF,i désigne donc la variance du taux de rendement dui-ième titre.

Il est important de noter que l’équation (2.4) ne signifie en aucun cas que le processus suivi par

les prix des actifs financiers est exogène au modèle. Bien queϕF,i soit, par définition, fixé par les

termes du contrat, le processus stochastiqueαF,i est, quant à lui, déterminé de façon endogène à

l’équilibre général. Considérant la fonctionFi ≡ Fi(W,Y , t) et le processus joint(W,Y ), il sera

possible d’établir, par application du lemme d’Itô, une relation entre ces paramètres, les dérivées

partielles de la fonction de prixFi, et les paramètres infinitésimaux de(W,Y ). L’équation (2.4)

ne représente donc pas une contrainte, mais une simple notation utile.

On peut se servir de cette notation pour définir un actif particulièrement intéressant. Si on pose

ϕF,j = 0 et δF,j = 0, on obtient un titre ne donnant lieu à aucun paiement, et dont le taux

de rendement instantané dFj/Fj = αF,j dt est absolument certain à l’instant présent. Pour cette

raison, le taux de rendement de ce titre sera appelé « taux sans risque » (sous entendu, sans risque

instantané), ou « taux court », et on noterar(W,Y , t) ≡ αF,j(W,Y , t).

Hypothèse 8 Il existe un marché pour l’emprunt et le prêt instantané au tauxr.

Bien qu’en l’absence de risque de défaut, l’emprunt et le prêt à ce taux soient effectivement sans

risque sur le prochain instant, les valeurs futures der sont, quant à elles, aléatoires :r(W,Y , t)

est un processus stochastique, qui sera déterminé de façon endogène à l’équilibre général.

2.3 L’optimum individuel

L’ensemble des actifs disponibles dans cette économie étant défini, on peut maintenant examiner le

problème d’optimisation, résolu par les consommateurs-investisseurs. Sans perte de généralité, on

réduit dans un premier temps l’ensemble des opportunités d’investissement disponibles à un sous-

ensemble d’actifs non-redondants. Utilisant des notations appropriées, la contrainte budgétaire

s’exprime alors très simplement. Le programme d’optimisation permet d’obtenir des conditions

du premier ordre, qui révèlent les spécificités de l’analyse intertemporelle.

15La variation anticipée sur le prix du titre est égale àFiαF,i−ϕF,i. En ajoutant à cette variation la deuxième source
de gain, c’est-à-dire le paiementϕF,i, on obtient un rendement totalFiαF,i, et un taux de rendementαF,i.
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2.3.1 Définition des opportunités d’investissement

D’après les hypothèses précédentes, chaque individu doit maximiser ent l’espérance de son utilité

intertemporelle (l’expression donnée en (2.3)), conditionnée par l’information disponible à cet

instant (c’est-à-dire parW (t) et Y (t)). Cette maximisation se fait sous une contrainte de budget

qui reste encore à préciser.

Le programme d’optimisation permet à un individu de déterminer les décisions suivantes :

• le flux de consommation à l’instantt, notéC(t),

• les montants investis dans lesN opportunités de production,

• le montant prêté ou emprunté au taux court,

• les montants utilisés (obtenus) pour l’achat (par la vente) d’actifs financiers.

Cette dernière décision pose un problème non-trivial : combien de titres financiers différents

l’individu va-t-il détenir, et quelles sont les caractéristiques propres de chacun de ces titres ?

Compte tenu de l’infinité de titres imaginables, telle qu’en particulier les paiements de certains

soient de simples combinaisons linéaires des paiements d’autres titres, ce problème n’a pas, en

général, de solution unique. Nous sommes donc conduit à focaliser notre attention sur une solution

particulière du problème d’optimisation, c’est-à-dire sur un ensemble particulier d’opportunités.

Le choix de cet ensemble est sans conséquence, parce que l’individu est, par définition, indifférent

aux diverses solutions générées par son programme d’optimisation.

Construisons un ensemble d’opportunités d’investissement, comportant lesN processus de pro-

duction, ainsi qu’un certain nombre d’actifs financiers. Le nombre et les caractéristiques des titres

sont choisis de façon à ce que le vecteurδF,i des paramètres de volatilité d’un titre exclu de cet

ensemble puisse toujours s’exprimer comme une combinaison linéaire des vecteursδQ,n et δF,k

des actifs compris dans cet ensemble (c’est-à-dire de façon à ce que ce titre exclu soit redondant).

Considérant, d’une part, que toute l’incertitude qui affecte l’économie est issue deN +K sources

indépendantes, et, d’autre part, qu’aucun desN processus de production n’est redondant (la ma-

trice δQδ′Q est définie positive et donc régulière), il suffit de choisir judicieusementK titres fi-

nanciers pourengendrertous les autres actifs. L’ensemble desN processus et desK titres ainsi
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sélectionnés est tel que les vecteursδQ,n etδF,k soient deux à deux indépendants. Ils forment une

« base ».

Ainsi, avec le prêt ou emprunt à taux sans risque, nous considérons que la base constituel’ensemble

des opportunités d’investissement. Les propriétés de cet ensemble sont telles que nous pouvons

supposer, sans perte de généralité, que l’individu compose son portefeuille d’actifs risqués unique-

ment à partir des opportunités incluses dans cette base.

Pour simplifier l’expression du programme d’optimisation, nous regroupons les processus stochas-

tiques suivis par lesK titres financiers de la base, et adoptons la notation suivante pour leur évo-

lution jointe :

dF (t)
K×1

= ( IF

K×K

αF (W,Y , t)
K×1

−ϕF (W,Y , t)
K×1

) dt + IF

K×K

δF (W,Y , t)
K×(N+K)

dz(t)
(N+K)×1

(2.5)

où le termeIF ≡ IF (F ) désigne une matrice diagonaleK ×K, dont lek-ième élément estFk,

le prix duk-ième titre de la base.

2.3.2 La contrainte budgétaire

Pour exprimer maintenant cette contrainte, nous définissons les vecteurs suivants :

• wQ, le vecteurN × 1 des parts de la richesseW (t) de l’individu représentatif, investies

dans lesN processus productifs ;

• wF , le vecteurK × 1 des parts de la richesseW (t) de l’individu représentatif, investies

dans lesK actifs financiers de la base ;

On regroupe ces deux vecteurs dans

w
(N+K)×1

=

[
wQ

wF

]
,

166



Chapitre 3 : l’équilibre général

le vecteur des poids pour l’investissement risqué. Par complémentarité, le poids affecté à l’actif

sans risque est égal à1−w′1. On utilisera également

α
(N+K)×1

=

[
αQ

αF

]
,

le vecteur des taux de rendement espérés des investissements risqués, et

δ
(N+K)×K

=

[
δQ

δF

]
,

la matrice des coefficients de diffusion de ces investissements. Ainsi,δδ′ désigne la matrice de

variance-covariance des taux de rendement desN + K investissements risqués, etδσ′ la matrice

(N + K) × K de covariance entre ces taux de rendement et les changements desK variables

d’état. On notera queδδ′ est de rang plein et donc inversible.

Aidé de ces notations, on peut exprimer de façon simple la contrainte budgétaire d’un agent. À

chaque instant, la richesse de cet agent évolue sous l’effet

1. de son investissement dans lesN + K opportunités risquées. Les montants engagés,w′W ,

évoluent conformément à un processus multidimensionnel de paramètres infinitésimauxα

etδ ;

2. du montant prêté ou emprunté au taux sans risquer ;

3. du flux de consommation par unité de temps,C, au cours de l’instantt. On doit noter ici

que cette définition en terme de flux signifie qu’à l’instantt la richesseW (t) est entière-

ment partagée entre lesN + K + 1 opportunités d’investissement, et qu’une part duflux

des paiements instantanés, générés par ces investissements, est consommée. Le termeC

représente donc le « rythme » de consommation.

Sommant ces trois effets, on obtient immédiatement

dW =
{
w′α dt + w′δ dz

}
+

{(
1−w′1

)
r dt

}
W − C dt, (2.6)
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soit, après réarrangements,

dW

W
=

{
w′ (α− r1) + r − C

W

}
dt +

{
w′δ

}
dz. (2.7)

Cette équation représente la contrainte budgétaire de l’agent.

2.3.3 Le programme d’optimisation intertemporelle et la solution optimale

Le programme du consommateur s’exprime alors de la façon suivante

max
{C,w}

E
W,Y,t

∫ t′

t
U [C, Y , τ ] dτ, (2.8)

sous les contraintes

(2.7), W > 0, wQ ≥ 0, C ≥ 0. (2.9)

Ces contraintes imposent l’équilibre budgétaire, la positivité de la richesse agrégée, la non-négativité

des investissements productifs et de la consommation.

Sous certaines conditions, le programme (2.8) sous les contraintes (2.9) peut être résolu à l’aide

des techniques standards de programmation dynamique stochastique. Si le principe général de

l’optimisation stochastique est simple, la justification rigoureuse des résultats obtenus est sou-

vent fort complexe. Afin de nous consacrer à l’essentiel, nous serons amenés ici à émettre des

hypothèsesad hoc, garantissant l’existence et l’unicité de la solution.16

Pour résoudre le problème d’optimisation, on procède en trois étapes :

Première étape : construction de l’équation de Bellman

On définit une fonction

J(W,Y , t) ≡ max
{C,w}

E
W,Y,t

∫ t′

t
U [C, Y , τ ] dτ. (2.10)

16Le lecteur intéressé trouvera un exposé rigoureux dans Fleming et Rishel [1975].
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Cette fonctionJ rend la valeur maximale de l’objectif à l’instantt, c’est-à-dire le maximum

d’utilité cumulée que l’agent peut espérer d’une politique choisie optimalement jusqu’à sa mort.

Elle constitue donc une mesure de lasatisfactionmaximale que l’individu peut atteindre à chaque

instant. Pour cette raison, la fonctionJ est appeléefonction d’utilité indirecte, ou encorefonction

d’utilité dérivée.

Considérant cette équation conjointement aux processus suivis parW et Y (équations (2.7) et

(2.2)), on applique le principe d’optimisation de Bellman :

« Une politique optimale est telle que, quels que soient l’état et les décisions initiales,

les décisions restant à prendre constituent une politique optimale, en regard de l’état

résultant de la première décision. »

Bellman [1957, p.83], cité par Malliaris et Brock [1982, p.108].

De cette manière, on obtient une équation, appeléeéquation de Bellman de la théorie du contrôle

stochastique, reliantU , les dérivées partielles deJ par rapport au temps et à l’état de l’économie

(W,Y ), et les paramètres des processus gouvernant ces états. Cette fonction s’écrit17

0 = max
{C,w}

{U [C, Y , t] + L [J ]} (2.11)

oùL est legénérateur différentielsur les variables d’étatW etY . Considérant la formule donnée

en annexe B.4, on obtient ici

L [J ] = Jt + WJW

{
w′ (α− r1) + r − C

W

}
+

1
2
W 2JWW w′δδ′w + (2.12)

JY µ +
1
2

tr
(
σ2

Y JY Y

)
+

Ww′δσ′J ′WY ,

où les variables utilisées pour dériver partiellementJ sont notées en indice (JW etJWW sont deux

scalaires,JY et JWY sont deux vecteurs1 ×K, JY Y est une matriceK ×K), et « tr » désigne

l’opérateur de trace.

17La dérivation de cette équation est donnée en annexe B.4, page 339. On peut consulter également Merton [1969,
pp.249–250], Malliaris et Brock [1982, chapitre 2, section 10], ou Roger [1991, chapitre 4, section 4].
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Si on se réfère à l’annexe B.4, on voit queL s’interprète comme l’espérance du changement in-

stantané deJ par unité de temps. Dans le cas présent,L est l’anticipation de l’individu quant à

l’évolution de l’utilité de sa richesse optimalement investie. L’équation de Bellman (2.11) sig-

nifie donc que les contrôles optimaux maximisent l’utilité de la consommation présente, plus

l’espérance de la variation de l’utilité de la richesse, dérivée de la consommation future. On

pressent ici un comportement de substitution intertemporelle de consommation.

Examinant (2.11) et (2.12), on note que l’équation de Bellman suppose l’existence de cette fonc-

tion J , et de certaines de ses dérivées partielles. Par (2.10), ces conditions surJ peuvent être

analysées comme des conditions surU et sur les contrôles{C, w}. Nous poserons simplement

Hypothèse 9 Les solutions du problème individuel d’optimisation (2.8), sous la contrainte de

budget (2.7), et sous la conditionW > 0, sont les solutions de l’équation de Bellman (2.11).

Deuxième étape : résolution de l’équation de Bellman enJ

Il nous faut maintenant résoudre le problème de maximisation, posé par l’équation de Bellman

(2.11), sous les contrainteswQ ≥ 0 etC ≥ 0. Il s’agit d’un programme classique d’optimisation,

sous contraintes inégalitaires, pouvant être résolu par la méthode de Kuhn et Tucker.

Nous poserons, de nouveau, une hypothèse permettant d’éviter certaines justifications mathéma-

tiques.

Hypothèse 10 Il existe une unique solution intérieure{J,C,w} satisfaisant l’équation de Bellman

(2.11) souswQ ≥ 0 etC ≥ 0.

Considérant de nouveau (2.11), nous dérivons l’objectifU + L par rapport aux contrôles{C, w},
afin d’obtenir les1 + N + K conditions du premier ordre :

UC − JW = 0 (2.13)

(α− r1) WJW + δδ′w∗W 2JWW + δσ′WJ ′WY = 0 (2.14)

où{C∗, w∗} désigne les contrôles optimaux, etUC désigne la dérivée partielle deU par rapport à

C, prise au point optimalC∗ (c’est-à-direUC(C∗, Y , t)).
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On résout alors (2.13) et (2.14) en{C∗, w∗}. De (2.13) on tire

C∗ = U−1
C (JW , Y , t). (2.15)

De plus,δδ′ étant inversible, on peut résoudre explicitement (2.14) enWw∗ :

Ww∗ = − JW

JWW

(
δδ′

)−1 (α− r1)− (
δδ′

)−1
δσ′

(
J ′WY

JWW

)
. (2.16)

On dispose alors des termes intéressants suivants :

µW (W,Y , t) ≡ W
{
w∗′ (α− r1) + r

}
(2.17)

σ2
W (W,Y , t) ≡ W 2w∗′δδ′w∗ (2.18)

σ′WY (W,Y , t)
1×K

≡ Ww∗′δσ′. (2.19)

Le termeµW désigne le rendement espéré de la richesse optimalement investie,σ2
W est la variance

du changement de cette richesse, etσWY est le vecteurK×1 des covariances entre le changement

de cette richesse et lesK variables d’état.

Les équations (2.15) et (2.16) donnent les contrôles optimaux en fonction des dérivées partielles

deJ . Pour obtenir{C∗, w∗} uniquement en fonction du temps et des variables fondamentales de

l’économie(W,Y ), il nous faut utiliser de nouveau l’équation de Bellman.

Troisième étape : détermination des contrôles optimaux

Par construction, les contrôles{C∗, w∗} maximisentU + L. Utilisant les notations introduites

ci-dessus, l’équation de Bellman s’écrit donc

0 = U(C∗, Y , t) + Jt + (µW − C∗) JW +
1
2
σ2

W JWW + JY µ +
1
2

tr
(
σ2

Y JY Y

)
(2.20)

+σ′WY J ′WY ,
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où C∗ est donné par (2.15). Cette équation est une équation aux dérivées partielles en la fonction

J , soumise à la condition terminaleJ(W,Y , t′) = 0.

Bien que (2.20) ne mène à aucune solution simple, elle peuten principeêtre résolue. On obtient

alors une (unique) solution enJ . Cette solution, reportée dans (2.15) et (2.16), permet, virtuelle-

ment, d’obtenir l’expression des contrôles optimaux en fonction de(W,Y , t).

2.3.4 L’interprétation des équations optimales

Pour obtenir une solution fermée intéressante, il est nécessaire d’introduire des hypothèses re-

strictives, portant sur la structure de l’économie (c’est-à-dire sur les variables d’état, comme

dans Merton [1973b]), ou sur les comportements individuels (c’est-à-dire sur la fonction d’utilité,

comme dans Merton [1971] ou Breeden [1979]).

Dans le cas général, l’analyse du comportement d’optimisation intertemporelle ne peut être menée

qu’à partir d’équations optimales dépendant de la fonction d’utilité indirecteJ . Cette analyse est

intéressante, parce que la fonctionJ peut être interprétée en termes économiques. De plus, comme

le montrent Cox, Ingersoll et Ross [1985a, lemme 2 p.370],J hérite de certaines propriétés de la

fonction d’utilité directeU : notamment,J est une fonction croissante et strictement concave de

la richesseW .

La première équation optimale (équation (2.13) ou (2.15)) s’écrit

UC = JW , (2.21)

et est appeléecondition d’enveloppe intertemporelle. Elle montre que l’optimum individuel est

tel que l’utilité marginale de la consommation présente soit égale à l’utilité marginale (indi-

recte) de la richesse. Mais, examinant la définition donnée en (2.10), on voit queJ(W,Y , t) est

l’espérance actualisée, dérivée de la consommation (optimale) jusqu’à la mort. La dérivée partielle

JW s’interprète donc comme l’espérance actualisée de l’utilité marginale de la consommation fu-

ture.

Ainsi, la condition d’enveloppe (2.21) apparaît comme la marque d’un équilibre dans la substi-

tution entre consommation présente et future. Si, par exemple,UC < JW , l’individu se trouve

dans une situation où l’utilité marginale de la consommation future est supérieure à celle de la
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consommation présente. Il a donc intérêt à transférer « une unité » de consommation présente vers

le futur, c’est-à-dire à retarder marginalement sa consommation.

LesN + K autres équations optimales (équation (2.14) ou (2.16)) donnent l’expression des parts

optimales d’actifs risqués dans la richesse. On écrira (2.16) sous la forme

Ww∗ =
(
− JW

JWW

) (
δδ′

)−1 (α− r1) +
(
δδ′

)−1
δσ′

(
−J ′WY

JWW

)
. (2.22)

Le premier terme du membre droit de l’équation ci-dessus est la fonction traditionnelle de de-

mande d’actifs risqués, caractéristique d’un agent maximisateur à horizon court. Pour s’en con-

vaincre, on dérive partiellement, par rapport àW , la condition d’enveloppe (2.21), et on obtient

JWW = UCCCW , oùCW désigne la dérivée partielle deC∗ par rapport à la richesse. Considérant

de plus queJW > 0 etJWW < 0, on peut écrire

(
− JW

JWW

)
=

(
− UC

UCC

)
× 1

CW
> 0. (2.23)

Le terme−UC/UCC est l’inverse du coefficient de Arrow-Pratt d’aversion absolue pour le risque,

appelécoefficient de tolérance absolue pour le risque.

Si l’horizon de l’agent est véritablement court, on peut considérer qu’il consomme toute sa richesse

sur son horizon (c’est-à-dire queCW = 1). Dans ce cas on retrouve exactement la fonction de

demande du CAPM monopériodique. Les différents éléments du premier terme du membre droit

de (2.22) s’analysent alors de manière usuelle :ceteris paribus, la demande d’actifs risqués

• croît avec la tolérance absolue pour le risque,−UC/UCC ;

• croît avec l’espérance du taux de rendement des actifs risqués, en excès du taux sans risque,

α− r1 ;

• décroît avec le risque porté par ces actifs. De manière habituelle en théorie moderne de

portefeuille, l’expression de ce risque fait appel au jeu complet des covariances entre les

taux de rendement,δδ′, et l’inversion de cette matrice dénote l’effet négatif du risque sur

les proportions optimales détenues.

Ainsi, l’analyse du premier terme de la fonction de demande d’actifs risqués montre que le mod-

èle intertemporel d’optimisation en temps continu recouvre le CAPM monopériodique, et ceci
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de façon particulièrement élégante. En effet, l’équation (2.22) a été obtenue sans l’aide des hy-

pothèses qui limitent l’intérêt du CAPM : l’hypothèse des rendements financiers normaux, ou,

alternativement, l’hypothèse de l’utilité quadratique (décroissante au-delà d’un certain seuil).

Cela étant, on doit maintenant s’attendre à ce que le deuxième terme du membre droit de l’équation

(2.22) exprime les spécificités de l’analyse intertemporelle. Ce terme comporte les éléments suiv-

ants :

• l’inverse de la matrice de variance-covariance des taux de rendement des actifs risqués,
(
δδ′

)−1. Cet élément s’interprète comme précédemment ;

• la matriceδσ′ des covariances entre les taux de rendement des actifs et les changements des

variables d’état (une matrice(N + K)×K) ;

• un vecteur−J ′WY /JWW , de dimensionK × 1.

On voit que si les éléments de ce dernier vecteur sont positifs (négatifs), les covariances posi-

tives (négatives) des actifs avec les états sont « appréciées » par l’individu, dans le sens où les

proportionsw∗ sont influencées positivement. Les raisons de ce comportement apparaissent en

dérivant, suivant Merton [1973b], la condition d’enveloppe (2.21) par rapport àY . Combinant

JWY = UCY + UCCCY etJWW = UCCCW , il vient

(
−J ′WY

JWW

)
=

(
− U ′

CY

UCCCW

)
+

(
−C ′

Y

CW

)
. (2.24)

Le premier terme du membre droit de (2.24) exprime une première motivation de la demande

d’actifs risqués. La présence de ce vecteur−U ′
CY /UCCCW est justifiée par la dépendance de la

fonction d’utilitéU [C, Y , t] par rapport aux étatsY : ceteris paribus, la satisfaction que l’individu

éprouve lorsqu’il consomme dépendintrinsèquementde l’état dans lequel se trouve l’économie.

CommeUCC < 0 et CW > 0, le signe des éléments du vecteur sont ceux deU ′
CY , c’est-à-dire

de « l’effet » des changements des variables d’état sur l’utilité marginale de la consommation op-

timale. Lorsqu’un élément deU ′
CY est positif, cela signifie qu’une évolution positive de l’état

correspondant augmente l’utilité marginale de la consommation, et donc que l’individu apprécie

cet état. En conséquence, il va rechercher les actifs dont les taux de rendement covarient positive-

ment avec celui-ci, parce que ces actifs lui procurent un rendement plus élevé lorsque, en même

temps, l’utilité de ce supplément est particulièrement forte.
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Le second terme du membre droit de (2.24) revêt une importance particulière, du point de vue de

l’analyse intertemporelle. CommeCW > 0, le signe de chacun des éléments du vecteur−C ′
Y /CW

est l’inverse de l’élément correspondant dansC ′
Y . Ainsi, ce terme indique que les covariances

positives entre les taux de rendement et les changements des états sont valorisés, lorsque la con-

sommation optimale de l’individu a tendance à chuter, en réponse à une augmentation de ces états

(c’est-à-dire siC ′
Y < 0). Dans ce cas, l’individu demande plus d’actifs corrélés plus positivement,

et s’attend donc à recevoir une compensation (sous forme d’une richesse plus forte) contre la baisse

de l’utilité due à une baisse imprévue de sa consommation. De même, siC ′
Y > 0, l’individu de-

manderaceteris paribusplus d’actifs dont les taux de rendement covarient plus négativement avec

les variables d’état. En cas de baisse imprévue deY , il peut s’attendre à être compensé de la chute

de sa consommation par des rendements plus forts.

Agissant ainsi, l’individu se couvre contre une évolution défavorable non-anticipée de sa consom-

mation future. Nous touchons ici à un aspect fondamental de l’analyse intertemporelle : l’individu

rationnel considère la protection que peut lui apporter les actifs contre les évolutions défavorables

des opportunités d’investissement, gouvernéesin finepar les variables technologiquesY . Comme

le note Merton [1992, p.487], ce comportement correspond au traditionnel « lissage intertemporel

de consommation », transposé dans un univers stochastique : l’individu ne cherche pas à main-

tenir sa consommation à un niveau constant, mais à minimiser la variabilité non-anticipée de sa

consommation au cours du temps.18 Cette aversion de l’individu à « parier » sur son chemin de

consommation est une conséquence naturelle de l’aversion « intrapériodique »−UCC/UC > 0,

conduisant àJWW < 0 dans (2.24).

Cette interprétation des équations optimales souligne les spécificités du comportement individuel

rationnel, dans un environnement où les opportunités d’investissement changent stochastiquement

au cours du temps. Nous avons noté, en particulier, que les individus considéraient les actifs

comme des instruments de protection contre les évolutions imprévues de ces opportunités. On

doit donc s’attendre à ce que les prix d’équilibre de ces actifs dépendent des paramètres spéci-

fiquement intertemporels.

Pour examiner ceci, nous devons définir les conditions d’équilibre de l’économie.

18Sur ce sujet, voir également Breeden [1979, p.282].
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2.4 L’optimum collectif

Les comportements individuels doivent être maintenant agrégés, de façon à définir un équilibre

collectif. Sous hypothèse d’homogénéité, la procédure d’agrégation est triviale. Nous illustrons

dans un premier temps le processus de tâtonnement qui conduit à l’équilibre économique général.

Puis nous étudions la valeur d’équilibre du taux d’intérêt, du rendement anticipé des actifs fi-

nanciers, et les primes associées aux facteurs de risque de l’économie. Enfin, nous examinons une

équation fondamentale permettant d’évaluer le prix d’équilibre de n’importe quel actif financier.

2.4.1 L’équilibre économique général

À ce stade de l’exposé, nous disposons des conditions nécessaires et suffisantes de l’optimum

individuel. Ces conditions ont été obtenues en stipulant que l’agent« price-taker »déterminait sa

consommation, son investissement financier et productif (C, wF et wQ), en considérant comme

donnés les taux de rendement espérés sur les opportunités d’investissement (r, αF etαQ).

Mais, si les performancesαQ(W,Y , t) attendues sur la production sont effectivement exogènes,

la rentabilité espérée des actifs financiers doit être déterminée de façon endogène.

Pour boucler le modèle, il nous faut maintenant exprimer des conditions nécessaires et suffisantes

de l’optimum collectif. Dans cette économie peuplée d’individus identiques, la demande globale

nette d’actifs financiers risqués est exprimée par le vecteurwF W . À l’équilibre, la demande nette

doit être nulle pour chacun de ces actifs. Ceci s’exprime de manière très simple parwF = 0. De

même, sur le marché des prêts et emprunts, l’équilibre s’écrit1−w′1 = 0, soit encorew′1 = 1.

Combinant ces deux conditions, il vient immédiatementw′
Q1 = 1.

Ainsi, dans le cadre de ce modèle, l’équilibre économique général est atteint lorsquetoute la

richesse est investie dans la production.19 Cette propriété est directement liée à l’hypothèse d’homogénéité,

qui rend sous-optimale tout échange d’actifs bilatéraux.

Comme conditions nécessaires et suffisantes de l’équilibre général, nous retiendrons les équations

wF = 0 (2.25)

19Bien entendu, cette proposition doit être interprétée dans le cadre d’un équilibreex ante: l’équilibre est atteint
lorsque les agentssouhaitentinvestir toutes leur richesse dans la production.
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w′
Q1 = 1, (2.26)

qui permettent, conjointement à la condition d’optimalité (2.14), de déterminer les taux de rende-

ment des actifs financiers,r etαF .

Ce bouclage est représenté dans le schéma n◦9. Sur ce schéma, les flèches n’indiquent aucun lien

de causalité entre les divers éléments du modèle. En effet, l’économie étant toujours à l’équilibre,

toutes les variables y sont déterminées simultanément. Toutefois, la liaison circulaire entre la

rentabilité financière espérée (r, αF ) et les décisions individuelles (C, wQ, wF ) suggère un

processus de type « tâtonnement walrassien ». Comme dans tous les modèles de ce type, la con-

vergence de ce processus dépend, de façon cruciale, des anticipations formées par les individus

pour décider de leurs actions, et notamment ici deαF . On voit ici apparaître clairement le rôle

fondamental joué par l’hypothèse des anticipations rationnelles : elle assure que les prévisions

αF des agents correspondent exactement aux valeurs qui prévaudront à l’équilibre, si bien que la

partie gauche de la liaison circulaire représentée sur le schéma concoure effectivement à la conver-

gence du processus. De plus, ayant supposé l’existence et l’unicité de la solution du programme

d’optimisation, nous pouvons conclure à l’existence d’un unique équilibre général.

Armé des conditions (2.25) et (2.26), nous pouvons maintenant déterminer la valeur d’équilibre

du taux d’intérêt instantané, ainsi que le prix et le taux de rendement des divers actifs financiers.

2.4.2 Le taux d’intérêt instantané

Introduisant les conditions d’équilibre (2.25) et (2.26) dans (2.17), (2.18) et (2.19), on obtient les

moments du processus de la richesse optimalement investie :

µW (W,Y , t) = Ww∗′
QαQ (2.27)

σ2
W (W,Y , t) = W 2w∗′

QδQδ′Qw∗
Q (2.28)

σ′WY (W,Y , t) = Ww∗′
QδQσ′. (2.29)

Le taux d’intérêt instantané s’exprime en fonction de ces moments.
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technologie

Y

?
rentabilité physique

αQ

?

richesse
W

-

rentabilité financière
r, αF

-
programme d’optimisation

0 = max {U + L}
?

décisions
C, wQ, wF

¾équilibre général
wF = 0, wQ1 = 1

6

Schéma n◦9 : Structure logique du modèle d’équilibre général

Théorème 1 Le taux d’intérêt instantané d’équilibrer est donné par

rW = µW −
(
−JWW

JW

)
× σ2

W + σ′WY ×
(
−J ′WY

JW

)
. (2.30)

Preuve :

On introduit la condition d’équilibrewF = 0 dans le système des équations optimales (2.14). Les

N premières équations s’expriment alors comme

(αQ − r1) WJW + δQδ′Qw∗
QW 2JWW + δQσ′WJ ′WY = 0. (2.31)

Prémultipliant cette équation parw∗′
Q, puis utilisant la condition d’équilibrew′

Q1 = 1, on obtient

(2.30).

CQFD.
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Tous les termes du membre droit de (2.30) dépendent du vecteurY , qui évolue aléatoirement au

cours du temps. Le taux d’intérêt d’équilibre est donc stochastique.

L’équation (2.30) est particulièrement intéressante, dans la mesure où elle fait intervenirµW , le

rendement espéré sur l’investissement productif. On peut ainsi étudier la relation entre la produc-

tion et le taux d’intérêt.

Dans un cadre monopériodique, on s’attendrait à ce que l’espérance du taux de rendement sur

l’investissement physique soit toujours supérieure au taux d’intérêt, de façon à inciter les en-

trepreneurs à accepter les risques d’une production incertaine. Le deuxième terme du membre droit

de l’équation (2.30) montre en effet que l’individu reçoit une prime correspondant à l’incertitude

sur la production. Cette prime dépend, d’une part, de l’amplitude du risque de production (mesuré

par la varianceσ2
W > 0), et, d’autre part, de l’aversion que les individus ont à supporter ce risque

(mesurée par le coefficient d’aversion absolue pour le risque,−JWW /JW > 0, exprimé en terme

d’utilité indirecte).

Dans une perspective intertemporelle, un effet supplémentaire vient perturber cette relation simple

entre production (instantanément risquée) et taux d’intérêt (instantanément non-risqué). L’investissement

productif permet aux individus de se couvrir contre le risque d’une évolution défavorable imprévue

de la technologie, ou, au contraire, aggrave l’exposition à ce risque. Dans (2.30), le termeσ′WY ,

vecteur des covariances entre les rendements productifs optimaux et les changements des variables

d’état, mesure la protection offerte par l’investissement productif contre les effets néfastes des vari-

ations de chacun des paramètres technologiques. Le vecteur−J ′WY /JW détermine le signe des

covariances recherché par l’individu adverse au risque : si, par exemple,J ′WY > 0, l’utilité (in-

directe) marginale de la richesse optimalement investie croît avec les variables d’état, et,ceteris

paribus, les covariances positives entre le rendement de la production et les variables d’état sont

appréciées. Si, de plus,σ′WY > 0, alors le dernier terme du membre droit de (2.30) est positif,

et constitue donc une prime négative sur l’investissement, payée par le producteur pour bénéficier

d’une protection contre les changements défavorables imprévus de la technologie. Ainsi, même

si le risque « intrapériodique » sur la production est fort, les préférences des individus et la struc-

ture de l’économie peuvent être tels que la couverture contre le risque « intertemporel », offerte

par l’investissement physique, soit jugée si intéressante que l’espérance du rendement productif

devienne inférieure au taux d’intérêt instantanément non-risqué.
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Cet effet spécifiquement intertemporel perturbe-t-il significativement l’interprétation standard du

taux d’intérêt ? Le corollaire suivant montre que ce n’est pas le cas.

Corollaire 1 Le taux d’intérêt instantané d’équilibre est également donné par

r = −L [JW ]
JW

. (2.32)

Preuve :

On différencie l’équation de Bellman (2.11), en utilisant l’expression deL [J ] donnée en (2.12). Il

vient

0 = JtW + WJWW

{
w′ (α− r1) + r − C

W

}
+ JW

{
w′ (α− r1) + r

}
+ (2.33)

1
2
W 2JWWW w′δδ′w + WJWW w′δδ′w +

JY W µ +
1
2

tr
(
σ2

Y JY Y W

)
+ Ww′δσ′J ′WWY + w′δσ′J ′WY .

La définition de l’opérateurL, donnée page 334, permet alors d’écrire

0 = L [JW ] + JW

{
w′ (α− r1) + r

}
+ WJWW w′δδ′w + w′δσ′J ′WY , (2.34)

soit, après réarrangements,

0 = L [JW ] +
w′

W

{
(α− r1) WJW + δδ′wW 2JWW + δσ′WJ ′WY

}
+ rJW . (2.35)

L’équation (2.14) indique directement que le terme entre accolades est nul, et (2.32) suit immédi-

atement.

CQFD.

Le taux d’intérêt instantané est l’opposé du taux de croissance anticipé de l’utilité marginale de la

richesse, et apparaît bien comme une « récompense », offerte aux individus pour qu’ils acceptent
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de modifier leur plan intertemporel de consommation. Si, par exemple,L [JW ]/JW augmente,

la richesse future devient relativement plus attirante que la richesse présente, et,ceteris paribus,

l’individu qui s’abstient de consommer aujourd’hui est moins lésé (car il pourra, plus tard, con-

sommer avec une satisfaction accrue). En conséquence, le prix accordé par le marché à son geste

peut baisser.

L’expression du taux d’intérêt d’équilibre donnée en (2.32) est donc parfaitement en accord avec

l’analyse standard de l’intérêt.

2.4.3 Rendement anticipé des actifs financiers et primes de facteur

Le rendement sur un actif financier, espéré au-delà du taux sans risque, peut être exprimé en

fonction des préférences et des variables fondamentales sous-jacentesW etY .

Théorème 2 Le rendement espéré sur l’actif financieri est donné par20

(αF,i − r) Fi = FiW λW + F iY

(1×K)

λY

(K×1)

(2.36)

avec

λW ≡




(
−JWW

JW

)
σ2

W + σ′WY

(1×K)

(
−J ′

WY
JW

)

(K×1)


 (2.37)

λY

(K×1)

≡




(
−JWW

JW

)
σWY

(K×1)

+ σ2
Y

(K×K)

(
−J ′

WY
JW

)

(K×1)


 (2.38)

Preuve :

Dans un premier temps, comme dans la preuve de théorème 1, on introduit la condition d’équilibre

wF = 0 dans le système des équations optimales (2.14). Mais on s’intéresse ici auxK dernières

20Dans (2.36),FiW est la dérivée partielle de la fonction de prix de l’actifi par rapport à la richesseW , etF iY est
le vecteur1×K des dérivées partielles par rapport aux variables d’état.
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équations

(αF − r1) WJW + δF δ′Qw∗
QW 2JWW + δF σ′WJ ′WY = 0. (2.39)

Prémultipliant cette équation parIF , la matrice diagonale du prix des actifs financiers de la base,

on obtient

IF (αF − r1) = − (IF δF ) δ′Qw∗
QW

JWW

JW
− (IF δF ) σ′

J ′WY

JW
. (2.40)

Dans un deuxième temps, on exprimeIF δF , en appliquant le lemme d’Itô au processus du taux

de rendement des actifs financiers de la base, (2.5). CommeF ≡ F (W,Y , t), il nous faut utiliser

les processus deW et deY . La dynamique de la richesse est donnée en (2.7), celle des variables

d’état en (2.2). Le lemme conduit alors à

IF δF = F W Ww′δ + F Y σ, (2.41)

soit, utilisant la condition d’équilibrewF = 0,

IF δF = F W Ww∗′
QδQ + F Y σ. (2.42)

On introduit maintenant cette expression dans (2.40), ce qui donne

IF (αF − r1) = −F W

(
W 2w∗′

QδQδ′Qw∗
Q

) JWW

JW

−F Y

(
Wσδ′Qw∗

Q

) JWW

JW
(2.43)

−F W

(
Ww∗′

QδQσ′
) J ′WY

JW

−F Y σσ′
J ′WY

JW
.

On reconnaît, entre parenthèses, les moments du processus de la richesse optimalement investie,

tels qu’ils sont donnés en (2.27), (2.28) et (2.29). Utilisant d’autre part la notationσσ′ ≡ σ2
Y , il

vient

IF (αF − r1) = −F W σ2
W

(
JWW

JW

)
− F Y σWY

(
JWW

JW

)
(2.44)
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−F W σ′WY

(
J ′WY

JW

)
− F Y σ2

Y

(
J ′WY

JW

)
,

soit encore

IF (αF − r1) = F W

[(
−JWW

JW

)
σ2

W + σ′WY

(
−J ′WY

JW

)]
+ (2.45)

F Y

[(
−JWW

JW

)
σWY + σ2

Y

(
−J ′WY

JW

)]
.

Utilisant les notations introduites dans le théorème, on écrit finalement

IF (αF − r1) = F W λW + F Y λY . (2.46)

Pour un actif quelconquei de la base, on retrouve bien l’équation (2.36).

Il reste à démontrer que cette équation s’applique également aux actifs qui ne sont pas dans la

base. SoitF le prix d’un actif hors-base. Les flux de paiements de cet actif redondant peuvent

être répliqués par un portefeuille composé uniquement d’actifs de la base, et on peuta fortiori

considérer que ce portefeuille comporte également l’actif sans risque. SoitwQ et wF les propor-

tions en actifs physiques et financiers de ce portefeuille, etwr ≡ 1 −w′
Q1 −w′

F1 la proportion

d’actif sans risque. Le vecteurQ mesure l’investissement « unitaire » dans chacun des processus

de production. Le vecteurF désigne toujours le vecteur des prix des titres de la base. L’unité

d’investissement au taux sans risque est 1.

À l’équilibre, le prix et le rendement espéré de l’actif hors-base est déterminé parF = w′
QQ +

w′
F F + wr etαF = w′

QαQQ + w′
F αF F + wrr, soit encore

F = w′
Q (Q− 1) + w′

F (F − 1) + 1 (2.47)

(α− r) F = w′
QIQ (αQ − r1) + w′

F IF (αF − r1) . (2.48)

Le termeIF (αF − r1) est donné en (2.46). Pour obtenirIQ (αQ − r1), on reprend l’équation

(2.31) utilisée dans la démonstration du théorème 1. Prémultipliée parIQ puis réarrangée, cette
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équation s’écrit

IQ (αQ − r1) = (IQδQ) δ′Qw∗
QW

(
−JWW

JW

)
+ (IQδQ) σ′

(
−J ′WY

JW

)
. (2.49)

Par Itô, on obtientIQδQ = QY σ. Introduisant ce résultat dans l’équation ci-dessus, il vient

IQ (αQ − r1) = QY λY . (2.50)

L’équation (2.48) se réécrit donc

(α− r) F = w′
QQY λY + w′

F IF (F W λW + F Y λY ) . (2.51)

On dérive maintenant (2.47) parW puis parY . On obtientFW = w′
F F W et F Y = w′

QQY +

w′
F F Y . Introduisant ces expressions dans (2.51), il vient

(α− r) F = FW λW + F Y λY . (2.52)

L’équation (2.36) s’applique donc bien à n’importe quel actif contingent.

CQFD.

Examinant le membre droit de (2.36), on distingue

• les termesFiW etF iY , qui dépendent des caractéristiques contractuelles de l’actifi ;

• les termesλW et λY , qui dépendent des préférences (−JWW /JW , −JWY /JW ) et des

données structurelles de l’économie (σ2
W , σ2

Y , σWY ). Ces termes ne dépendent pas de l’actif

considéré.

Le théorème 2 établit donc que le taux de rendement anticipé sur un actifi, au-delà du taux

sans risque (c’est-à-dire laprime instantanéesur l’actif i), est une combinaison linéaire de sa

sensibilité aux mouvements des variables fondamentalesW et Y . La sensibilité est mesurée par

les termesFiW /Fi etF iY /Fi. Les coefficients de cette combinaison,λW etλY , apparaissent alors
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naturellement comme les primes « unitaires », offertes à l’équilibre par le marché pour lesK + 1

facteurs de risque de cette économie.

Avant d’étudier plus en détail ces primes de facteur, on examine le corollaire suivant :

Corollaire 2 À l’équilibre, le taux de rendement espéré, au-delà du taux sans risque, sur un actif

financier, est égal à l’opposé de la covariance de son taux de rendement avec le taux de variation

de l’utilité marginale de la richesse :

αF,i − r = − 1
dt

Cov
[

dFi + ϕF,i dt

Fi
,
dJW

JW

]
(2.53)

Preuve :

Dans un premier temps, on cherche à exprimer le terme dJW ≡ dJW (W,Y , t). La dynamique de

la richesse (2.7) s’écrit, à l’équilibre

dW = {µW − C∗} dt + W
{
w∗′

QδQ

}
dz. (2.54)

La dynamique deY est donnée par (2.2). Par Itô, on obtient donc immédiatement

dJW = L [JW ] dt +
{
JWW Ww∗′

QδQ + JWY σ
}

dz. (2.55)

Dans un deuxième temps, on considère le processus (2.4) sous la forme

dFi + ϕF,i dt

Fi
= αF,i dt + δ′F,idz. (2.56)

Utilisant les règles habituelles du calcul stochastique, ces deux dernières équations impliquent

− 1
dt

Cov
[

dFi + ϕF,i dt

Fi
,
dJW

JW

]
(2.57)

= − 1
dt

E
[[

δ′F,idz
]
×

[{
JWW

JW
Ww∗′

QδQ +
JWY

JW
σ

}
dz

]]
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= − 1
dt

E

[
δ′F,i ×

[
dz dz′

]×
[
W

JWW

JW
δ′Qw∗

Q + σ′
J ′WY

JW

]]

= − 1
dt
× δ′F,i × I dt×

[
W

JWW

JW
δ′Qw∗

Q + σ′
J ′WY

JW

]

=
(−WJWW

JW

)
δ′F,iδ

′
Qw∗

Q + δ′F,iσ
′
(
−J ′WY

JW

)
.

L’équation (2.39), obtenue au cours de la démonstration du théorème 2, nous permet d’affirmer

que ce dernier terme est bien égal àαF,i − r.

CQFD.

Ce corollaire est l’expression d’un principe largement utilisé dans les modèles de prix d’actifs

financiers : l’évaluation d’un titre dépend de ses paiements anticipés, mais aussi du caractère plus

ou moins désirable des situations dans lesquelles sont délivrés ces paiements. Ainsi, considérant

deux actifs ayant des paiements anticipés identiques, le premier sera préféré au second s’il a ten-

dance à payer plus, lorsqu’une unité supplémentaire de richesse à investir apporte une plus grande

satisfaction, et à payer moins, lorsque cette unité apporte une plus faible satisfaction.21

Dans le cadre du modèle intertemporel de Cox, Ingersoll et Ross, le surcroît de satisfaction, induit

par l’investissement d’une unité de richesse supplémentaire, est mesuré par dJ(W,Y , t), l’utilité

marginale de la richesse. Dans (2.53), le terme en covariance mesure la plus ou moins grande

tendance d’un actif à délivrer des paiements additionnels dans des situations où l’utilité marginale

accordée à ces paiements s’accroît. Si ce terme augmente, la distribution des paiements de l’actif

est,ceteris paribus, d’avantage appréciée par les individus, et son taux de rendement excédentaire

d’équilibre doit donc diminuer.

Le corollaire suivant montre que les primes, exprimées dans le théorème 2, émanent de ce principe.

21Pour un exposé détaillé sur le sujet, voir notamment Breeden [1979, pp.277–279].
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Corollaire 3 À l’équilibre, les primes des facteurs sont données par :

λW = − 1
dt

Cov
[
dW,

dJW

W

]
(2.58)

λY

(K×1)

= − 1
dt

Cov
[
dY ,

dJW

W

]
. (2.59)

Preuve :

La méthode est similaire à celle utilisée dans la démonstration du corollaire 2. Les processus suivis

à l’équilibre parW etJW , décrits en (2.54) et (2.55), permettent d’écrire

− 1
dt

Cov
[
dW,

dJW

W

]
(2.60)

= − 1
dt

E
[[

Ww∗′
QδQ dz

]
×

[{
JWW

JW
Ww∗′

QδQ +
JWY

JW
σ

}
dz

]]

= − 1
dt

E

[[
Ww∗′

QδQ

]
× [

dz dz′
]×

[
JWW

JW
Wδ′Qw∗

Q + σ′
J ′WY

JW

]]

=
(−WJWW

JW

)
W 2w∗′

QδQδ′Qw∗
Q + Wσ′w∗′

QδQ

(
−J ′WY

JW

)

≡
(−WJWW

JW

)
σ2

W + σ′WY

(
−J ′WY

JW

)

≡ λW .

De même, utilisant le processus deY donné par (2.2) :
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− 1
dt

Cov
[
dY ,

dJW

W

]
(2.61)

= − 1
dt

E
[
[σ dz]×

[{
JWW

JW
Ww∗′

QδQ +
JWY

JW
σ

}
dz

]]

=
(−WJWW

JW

)
Wσδ′Qw∗

Q + σσ′
(
−J ′WY

JW

)

≡
(−WJWW

JW

)
σWY + σ2

Y

(
−J ′WY

JW

)

≡ λY .

CQFD.

Ce corollaire montre que la propension d’un actif à délivrer des paiements dans les états appréciés

se décompose,in fine, en une combinaison linéaire des caractéristiques techniques de cet actif, dont

chaque coefficient mesure la propension d’un état fondamental de l’économie à croître en même

temps que l’utilité marginale de la richesse. Ainsi, par exemple, siλY > 0, une augmentation des

variables représentatives de l’état de la technologie tend à s’accompagner d’une hausse de l’utilité

marginale de la richesse. Dans ce cas, un actifi tel queF iY > 0 est relativement apprécié des

investisseurs, et l’équation (2.36) montre que son rendement anticipé est relativement faible.

Le corollaire suivant complète cette analyse des primes de facteur.

Corollaire 4 À l’équilibre, les primes des facteurs sont données par

λW = µW −Wr (2.62)

λY = I F̂

(
αF̂ − r1

)
(2.63)
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où αF̂ désigne un vecteur de taux de rendement espérés surK titres sans paiement contractuel,

de prixF̂ , tels queF̂ = Y , et oùI F̂ est une matrice diagonale dont lek-ième élément est le prix

duk-ième de ces actifs.

Preuve :

L’équation (2.62) s’obtient simplement par rapprochement du taux d’intérêt d’équilibre (2.30),

donné dans le théorème 1, et de la primeλW (2.37), donnée dans le théorème 2.

De plus, introduisant d̂F = dY etϕF̂ = 0 dans l’équation (2.53) du corollaire 2, il vient

λY = − 1
dt

Cov
[
dF̂ ,

dJW

W

]
. (2.64)

Procédant de même avec l’équation (2.58) du corollaire 3, on obtient

I F̂

(
αF̂ − r1

)
= − 1

dt
Cov

[
dF̂ ,

dJW

W

]
. (2.65)

CQFD.

Ainsi, λW est l’espérance du rendement excédentaire anticipé sur la richesse optimalement in-

vestie. De mêmeλY est égal au rendement excédentaire anticipé surK actifs, construits de telle

façon que la valeur duk-ième actif soit identique à lak-ième variable d’état.

Ce corollaire établit un lien direct entre l’APT et l’équation (2.36) du théorème 2, donnant le

rendement excédentaire espéré des actifs financiers. Dans un cadre d’équilibre d’arbitrage, Ross

[1976] définit la prime sur lej-ième facteur (non-spécifié) comme l’espérance du rendement ex-

cédentaire sur un titre, ou un portefeuille, soumis exclusivement au risque de cej-ième facteur.

LesK + 1 termesλW et λY s’interprètent bien comme des primes de facteur, au sens de l’APT.

Toutefois, elles sont ici obtenues dans un cadre d’équilibre général, et sont donc exprimées en

fonction des paramètres fondamentaux de l’économie.

2.4.4 L’équation fondamentale d’évaluation des actifs contingents

Le théorème fondamental suivant permet d’évaluer le prix d’équilibre des actifs financiers.
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Théorème 3 Le prix de n’importe quel actif contingent, de prixF , satisfait à l’équation différen-

tielle partielle :

1
2
FWW σ2

W + FW (µW − C∗ − λW ) +
1
2

tr
(
σ2

Y F Y Y

)
+ F Y (µ− λY ) (2.66)

+F WY σWY − rF + Ft + ϕF = 0.

L’expression der est, par exemple, donnée par l’équation (2.62) du corollaire 4, et les primesλW

etλY par les équations (2.37) et (2.38) du théorème 2.

Preuve :

Considérant la dynamique d’équilibre de la richesse (2.54) et des états (2.2), on applique le lemme

d’Itô sur le processus deF (W,Y , t). Il vient

αF F − ϕF =
1
2
FWW σ2

W + FW (µW − C∗) +
1
2

tr
(
σ2

Y F Y Y

)
+ F Y µ + (2.67)

F WY σWY + Ft.

L’équation (2.36) nous donne la valeur deαF F sous la forme

αF F = rF + FW λW + F Y λY . (2.68)

Introduisant cette expression dans (2.67), on retrouve facilement (2.66).

CQFD.

L’équation (2.66), appeléeéquation fondamentale d’évaluation des actifs contingents, fournit donc

le prix courant des actifs financiers, en fonction des variables essentielles de l’économie : l’état

de la technologie, la richesse, le taux d’intérêt, la consommation et les préférences individuelles.

Le théorème 3 est si puissant qu’il justifie à lui seul la position privilégiée du modèle de Cox,

Ingersoll et Ross dans la littérature financière standard. En fait, jamais auparavant une équation de

prix véritablement opérationnelle n’avait été obtenue dans un cadre si général.

Avec l’équation (2.66), Cox, Ingersoll et Ross réalisent une performance peu commune : allier

généralité théorique et applicabilité.
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Du point de vue des applications empiriques, les potentialités du modèle de Cox, Ingersoll et

Ross découlent de la grande généralité de l’équation de prix (2.66). Elle peut être appliquée à la

quasi-totalité des titres financiers.

Dans ce modèle, un titre financier est défini par les trois éléments suivants :

1. la fonction de paiementsϕF (W,Y , t) ;

2. les conditions terminales ;

3. les conditions aux bornes.

Ces éléments contractuels sont négociés par les deux parties, lors de la création du titre contin-

gent. D’une manière générale, la fonction prixF (W,Y , τ) d’un actif financier, négocié ent et

d’échéances, est définie sur un ensembleO × [t, s), oùO ⊂ (0,∞) × IRK est un ensemble

ouvert.22 Les conditions limites 2 et 3 ci-dessus s’expriment à l’aide de deux fonctionsΛ et Γ,

telles que

F (W,Y , s) = Λ(W (s),Y (s)), W (s), Y (s) ∈ O (2.69)

F (W,Y , τ̃) = Γ(W (τ̃), Y (τ̃)), W (τ̃), Y (τ̃) ∈ O, (2.70)

oùO désigne l’ensemble des points accessibles de la frontière deO, et τ̃ le temps du premier

passage de(W,Y ) dansO. L’ensembleO, spécifié sur le contrat, est donc un sous-ensemble

de toutes les valeurs possibles de la richesse et desK variables d’état, c’est-à-dire de toutes les

situations envisageables de l’économie dans le futur. Il définit une « région », dans laquelle le prix

F (W,Y , τ) va évoluer pendant un certain temps. Il est possible qu’à un moment (aléatoire)τ̃ le

prix atteigne la frontièreO de cette régionO. CommeO est un ensemble ouvert, cela signifie que

le prix aquitté la région.

En résumé, les paiements totaux sur un actif sont tels que :

• durant la vie de ce titre, et tant que les variables fondamentales(W,Y ) restent dans la région

définie parO, le détenteur de l’actif reçoit les flux de paiementsϕF ;

22la fonction prix est définie uniquement pour une richesse strictement positive.
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• si (W,Y ) quitte cette région avant l’échéances, le détenteur reçoit, au momentτ̃ du pas-

sage, un paiementΓ ;

• si, par contre,(W,Y ) reste dans la région pendant toute la vie du titre, il reçoit un paiement

Λ, à échéance.

Ces spécifications, très générales, permettent d’appliquer (2.66) à des obligations avec ou sans

coupon, à des options, des contrats à terme, ou toute combinaison de ces titres de base. Pour ce

faire, on doit résoudre (2.66) sous les conditions limites (2.69) et (2.70), correspondant au titre que

l’on cherche à évaluer.23

2.5 La structure des taux à l’équilibre

Nous utilisons cette procédure pour déterminer le prix d’équilibre des actifs obligataires, supports

de la structure par terme des taux d’intérêt. Spécialisant (2.66) au cas des bons sans coupon, nous

obtenons uneéquation fondamentale de structure par terme. Par comparaison avec l’équation de

structure par terme, issue du modèle àK facteurs, nous pouvons évaluer l’apport de l’approche

par l’équilibre général. De plus, nous précisons l’interprétation « économique » de la structure des

taux.

2.5.1 L’équation fondamentale de structure par terme

Soit P (t, s) le prix en t d’un bon d’échéances, ne délivrant aucun coupon, de valeur faciale

unitaire, et exempt de tout risque de défaut. Dans le cadre du modèle d’équilibre général, ce prix

dépend de la situation de l’économie ent, décrite par la valeur deW et deY à cet instant. Pour

exprimer cette dépendance, on notera ce prixP (W,Y , t, s).

Les paiements contractuels, générés par ce titre, sont particulièrement simples : une unité de

compte (ici une unité de bien de consommation) est livrée à échéance. On pose donc

• O = (0,∞)×IRK : il n’existe aucune condition limite portant sur la situation économique ;

23L’existence et l’unicité de la solution de ce problème ne peuvent être obtenues qu’au prix d’hypothèses supplé-
mentaires fort complexes. Pour un énoncé de ces hypothèses, voir Cox, Ingersoll et Ross [1985a, note 21]. Pour une
démonstration, voir Friedman [1975, p.138].
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• ϕF (W,Y , τ) = 0 dans l’équation différentielle (2.66) : le bon ne donne lieu à aucun

paiement intermédiaire ;

• Λ(W (s),Y (s)) = 1 dans (2.69) : le bon paye une unité à échéance, quelle que soit la

situation économique à cet instant.

La fonctionΓ(W (τ̃), Y (τ̃)) ne nous intéresse pas, car le prix du bon ne peut pas quitter la région

O.

On obtient alors immédiatement le théorème fondamental suivant :

Théorème 4 Le prixP (W,Y , t, s) d’un bon sans coupon satisfait à l’équation différentielle par-

tielle :

1
2
PWW σ2

W + PW (µW − C∗ − λW ) +
1
2

tr
(
σ2

Y P Y Y

)
+ P Y (µ− λY ) (2.71)

+P WY σWY − rP + Pt = 0,

sous la condition terminaleP (W,Y , s, s) = 1.

L’équation différentielle (2.71) est l’équation fondamentale de structure par terme.

2.5.2 Équilibre général et équilibre d’arbitrage

Cette formule, obtenue dans le cadre d’un équilibre général, peut être comparée avecl’équation

de structure par termedu modèle d’arbitrage, c’est-à-dire avec24

1
2

tr(σ2
Y P Y Y ) + P Y (µ− λY )− rP + Pt = 0, (2.72)

oùY est un vecteur de variables d’état, non-spécifiées.

Considérant que, dans cette dernière équation, la richesseW peut être l’une des variables d’état

du vecteurY , la forme générale de l’équation d’arbitrage (2.72) est identique à celle de l’équation

d’équilibre général (2.71) : les paramètres de diffusion des processus suivis par les états, ainsi que

24Il s’agit de l’équation (3.29), donnée dans le théorème 2, page 94.
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les diverses dérivées partielles du prix par rapport aux états et au temps, interviennent de façon

similaire. La variableW est donc intégrée dans (2.71) comme une variable d’état ordinaire, à ceci

près que sa dynamique est endogène au modèle d’équilibre général.

Une différence semble toutefois subsister : le terme multipliant la dérivée partiellePW du prix

par rapport à la richesse est de la formeµW − C∗ − λW dans l’équation générale (2.71), alors

que, pour une variable d’étatYi, le terme correspondant est de la formeµYi − λYi dans l’équation

d’arbitrage (2.72). Cette différence n’est qu’apparente : examinant le processus stochastique suivi

par la richesse à l’équilibre (équation (2.54) page 185) on voit queµW − C∗ est précisément le

paramètre de tendance de dW , et joue donc le même rôle queµYi dans l’équation d’arbitrage.

Ceci nous conduit à penser que la « valeur ajoutée » de l’approche d’équilibre général de la struc-

ture des taux doit être analysée à partir des équations qui précisent la valeur des paramètres de

l’équation différentielle (2.71), et notamment à partir de

r =
1
W

(µW − λW ) (2.73)

λW ≡
[(
−JWW

JW

)
σ2

W + σ′WY

(
−J ′WY

JW

)]
(2.74)

λY ≡
[(
−JWW

JW

)
σWY + σ2

Y

(
−J ′WY

JW

)]
. (2.75)

Le modèle d’équilibre général détermine de façon endogène les primes de risque desK + 1 fac-

teurs,λW etλY . Dans le cadre du modèle d’arbitrage àK facteurs, ces primes restent parfaitement

exogènes. On peut établir une correspondance plus étroite entre ces deux modèles en exprimant

ces primes sous la forme

λW =
{
Ww∗′

QδQ

}
× λz (2.76)

λY = {σ} × λz (2.77)

avec

λz

(N+K)×1

≡
[(−JWW

JW

)
Wδ′Qw∗

Q + σ′
(
−J ′WY

JW

)]
. (2.78)

194



Chapitre 3 : l’équilibre général

On retrouve ici le vecteurλz du modèle d’arbitrage, c’est-à-dire le vecteur des primes unitaires

d’équilibre, associées aux sources fondamentales d’incertitude. Dans l’expression deλW , le vecteur

Ww∗′
QδQ, de dimension1 × (N + K), s’interprète donc comme le vecteur des « quantités » de

chacun desN + K risques supportés par la richesse optimalement investie.

Ainsi, les prix de marché des risques qui affectent l’économie sont parfaitement spécifiés. Ils

dépendent des caractéristiques essentielles de l’économie : technologie, richesse et préférences.

Avant d’interpréter plus précisément le théorème 4, il est important de souligner que les équa-

tions (2.73) à (2.75) consacrent la supérioritéper sedu modèle d’équilibre général. En effet, ces

équations établissent une relation entre les états fondamentauxW et Y , les primes de facteur

λW et λY associées à ces états, et le taux d’intérêt instantanér. De ce fait, elles interdisent de

spécifierindépendammentles états pertinents, les paramètres des processus gouvernant ces états,

et les primes de risque correspondantes,comme nous avions pu le faire dans le cadre du mod-

èle d’équilibre d’arbitrage. L’argument formel de Cox, Ingersoll et Ross (exposé dans le chapitre

précédent), démontrant que ces spécifications arbitraires pouvaient conduire à des modèles incon-

sistants, ne s’applique tout simplement pas au modèle d’équilibre général.

Comparativement à l’équilibre d’arbitrage, l’approche par l’équilibre général possède l’immense

avantage de garantira priori la viabilité de l’équilibre économique, c’est-à-dire l’absence d’opportunité

d’arbitrage.

2.5.3 Le prix d’équilibre des bons sans coupon

On peut maintenant tirer parti des équations (2.73) à (2.75) pour interpréter, en termes économiques,

le théorème 4. Les correspondances établies ci-dessus entre l’équation d’équilibre général et l’équation

d’équilibre d’arbitrage permettent d’utiliser directement la preuve du corollaire 1, page 95, pour

démontrer le corollaire similaire suivant :

Corollaire 5 Le prixP (W,Y , t, s), solution de (2.71) sousP (W,Y , s, s) = 1, est

P (W,Y , t, s) = E
W,Y,t

[exp {−%(W,Y , t, s)}] (2.79)

avec

%(W,Y , t, s) =
∫ s

t
r(W,Y , τ) dτ +

1
2

∫ s

t
λ′z(W,Y , τ)λz(W,Y , τ) dτ +
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∫ s

t
λ′z(W,Y , τ) dz(τ).

Disposant d’une relation entrer etλz, cette formule d’actualisation peut être maintenant précisée

à l’aide du théorème fondamental suivant :

Théorème 5 Le prixP (W,Y , t, s), solution de (2.71) sousP (W,Y , s, s) = 1, est

P (W,Y , t, s) = E
W,Y,t

[
JW (W,Y , s)
JW (W,Y , t)

]
. (2.80)

Preuve :

On écrit

JW (W,Y , s)
JW (W,Y , t)

= exp {lnJW (W,Y , s)− ln JW (W,Y , t)}

= exp
{∫ s

t
dJW (W,Y , τ)

}
, (2.81)

puis on cherche à exprimer la dynamique deln JW (W,Y , τ) à l’aide du lemme d’Itô. On note

cette dynamique sous la forme

d ln JW = β dt + ξ′ dz. (2.82)

Considérant les processus (2.2) et (2.54), il vient

β =
L [JW ]

JW
− (2.83)

1
2

[
σ2

W

(
JWW

JW

)2

+ 2σ′WY

(
JWW

JW

) (
J ′WY

JW

)
+ tr

(
σ2

Y

(
JWY

JW

) (
J ′WY

JW

))]

ξ =

[(
JWW

JW

)
Wδ′Qw∗

Q + σ′
(

J ′WY

JW

)]
. (2.84)

Utilisant, d’une part, l’expression deλz donnée en (2.78), et, d’autre part, l’expression du taux

d’intérêt d’équilibre fournie par le corollaire 1, page 180, la dynamique delnJW (W,Y , τ) s’écrit

d ln JW (W,Y , τ) =
{
−r(W,Y , τ)− 1

2
λ′z(W,Y , τ)λz(W,Y , τ)

}
dτ + (2.85)

{
λ′z(W,Y , τ)

}
dz(τ).
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Introduisant ce résultat dans (2.81), on obtient

JW (W,Y , s)
JW (W,Y , t)

= exp {−%(W,Y , t, s)} , (2.86)

où %(W,Y , t, s) est défini dans le corollaire 5. Prenant, à gauche et à droite de cette équation,

l’espérance conditionnelle à l’information(W,Y ) disponible ent, ce corollaire implique directe-

ment (2.80).

CQFD.

Le théorème 5 énonce que le prix courant d’un bon sans coupon est égal à l’espérance de l’utilité

marginale de la richesse, à l’échéance du titre, divisée par l’utilité marginale de la richesse, à

l’instant présent, soit, en d’autres termes, à l’espérance du taux marginal de substitution entre

richesse présente et richesse future. Ainsi, la valeur présente d’un titre, livrant une unité de compte

dans le futur, témoigne d’un équilibre des choix de substitution intertemporelle de consommation,

opérés par l’individu représentatif. Étant donnée sa situation présente, cet individu compare

• le supplément de satisfaction qu’il peut espérer obtenir de cette unité, touchée à échéance ;

• le supplément de satisfaction qu’il pourrait obtenir s’il touchait cette unité dès maintenant.

Lorsque le rapport de ces deux mesures est égal au prix du titre, l’individu ne ressent plus le besoin

d’acheter ou de vendre l’obligation, parce qu’une telle opération laisserait inchangée la satisfaction

qu’il attend de son plan intertemporel de consommation et d’investissement. Le titre obligataire

apparaît ici comme unmediades échanges entre consommation présente et consommation future.

Considérant le corollaire 1, exprimant le taux d’intérêt instantané comme l’opposé de l’espérance

du taux de croissance anticipé de l’utilité marginale, le taux d’intérêt « long »R(W,Y , t, s) ≡
− lnP (W,Y , t, s)/(s − t) s’interprète clairement comme l’extension naturelle de la notion de

taux d’intérêt sur un intervalle de temps « infiniment court », à un intervalle de longueurs − t

quelconque. Le modèle de Cox, Ingersoll et Ross étend l’analyse standard de l’intérêt à un univers

dynamique, et montre que les principes qui expliquent le taux d’intérêt « sans risque » s’appliquent

également à tous les autres taux d’intérêt. Dans ce modèle, le taux « court » s’interprète de la même

façon que les taux plus longs.
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2.6 Conclusion

Ainsi s’achève cette présentation du modèle intertemporel de Cox, Ingersoll et Ross. Comme nous

l’avons vu, il s’agit bien d’un modèle d’équilibre général, car seules la population, la technolo-

gie et les dotations sont exogènes. Tous les autres éléments ont été déterminés de manière en-

dogène : richesse, taux d’intérêt, taux de rendement et prix des actifs financiers. Du point de vue

de l’analyse de la structure des taux, le résultat le plus important a été présenté dans le théorème 3.

Il s’agit d’une équation différentielle partielle, pouvant être appliquée à la quasi-totalité des act-

ifs financiers, et dont la résolution fournit le prix d’équilibre d’un actif, en fonction des données

exogènes de l’économie. Lorsque l’actif considéré est le bon sans coupon, cette équation devient

uneéquation fondamentale de structure par terme.

Ayant utilisé des notations appropriées, nous avons pu aisément comparer l’approche par l’équilibre

d’arbitrage, exposée dans le chapitre précédent, avec cette approche beaucoup plus générale. Nous

avons d’abord constaté une très grande similitude des équations de structure par terme obtenues.

L’apport spécifique de l’équilibre général a pu alors être associé à la détermination endogène

du taux d’intérêt instantané, et des primes de risque des facteurs fondamentaux de l’économie

(richesse et technologie). De ce fait, et contrairement à l’équilibre d’arbitrage, l’équilibre général

permet

• de garantira priori la cohérence du modèle obtenu, c’est-à-dire l’absence d’opportunité

d’arbitrage à l’équilibre. L’approche générale ne possède donc pas le « talon d’Achille » de

l’approche par arbitrage ;

• d’analyser la structure des taux en fonction de facteurs économiques aussi essentiels que

la richesse, la technologie, les préférences individuelles ou encore les anticipations. Dans

le cadre du modèle d’équilibre général, le prix d’équilibre d’un bon est égal à l’espérance

du taux marginal de substitution entre richesse présente et richesse à l’échéance du bon

considéré. Ce résultat est parfaitement compatible avec l’analyse standard du phénomène

de l’intérêt.

Ainsi, le modèle de Cox, Ingersoll et Ross réalise ce qui avait été présenté comme unenécessité

à la fin du chapitre précédent : immerger la structure des taux dans un cadre d’analyse dépassant

les frontières de la théorie financière, et incluant notamment la production, la consommation et

l’épargne.
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Section 3 Le modèle d’équilibre à un facteur de la structure des taux

3.1 Introduction

À l’instar du modèle d’arbitrage àK facteurs, le modèle d’équilibre général de Cox, Ingersoll

et Ross débouche sur une équation de structure par terme, dont la résolution mène, en principe,

à une fonction donnant explicitement le taux d’intérêt en fonction de la maturité. Pour obtenir

une telle solution fermée dans le cadre du modèle d’arbitrage, il nous a fallu spécifier les facteurs

déterminants de la structure des taux, préciser leur dynamique, et choisir la forme des primes

unitaires associées à chacun de ces facteurs. Par exemple, nous avons pu construire un modèle,

dans lequel le seul facteur était le taux d’intérêt instantané, et la prime unitaire de risque de taux

était constante.

Dans le cadre du modèle d’équilibre général, les primes de facteur sont déterminées de façon

endogène. La dynamique du taux court est également déterminée par l’équilibre, etr ne peut être

directement identifié à un facteur exogène. Pour obtenir une solution fermée d’équilibre général,

il est nécessaire de spécifier :

1. les technologies de production disponibles, ainsi que les caractéristiques de l’incertitude qui

les affecte ;

2. les préférences individuelles.

Concrètement, le premier point implique qu’il faut fixer le nombre de technologies,N , et de

variables d’état,K, expliciter les paramètresαQ(Y , t) et δQ(Y , t) de la dynamique deQ, ainsi

que les paramètresµ(Y , t) etσ(Y , t) de la dynamique deY . Le deuxième point indique qu’il est

nécessaire de préciser la fonction d’utilitéU(C, Y , t).

Les techniques de résolution d’équations différentielles partielles étant ce qu’elles sont, toutes

les spécifications de l’incertitude technologique et des préférences ne mènent pas à des solutions

fermées. Pour obtenir une expression explicite de structure des taux, il faut donc atteindre un degré

« suffisant » de simplification. Dans quelle mesure les simplifications requises appauvrissent-elles

le modèle général initial ? Quelles sont les particularités de ces modèles par rapport à ceux issus

du modèle d’arbitrage àK facteurs ?
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Pour tenter de répondre à ces questions, nous examinons dans cette section un modèle explicite

d’équilibre général de structure des taux. De ce point de vue, la littérature est abondante. Nous

choisissons ici d’exposer le plus célèbre d’entre eux : le modèle à un facteur de Cox, Ingersoll et

Ross [1985b]. Trois raisons principales justifient ce choix.

En premier lieu, ce modèle ne comporte qu’un seul facteur, et sa formalisation reste légère. Math-

ématiquement plus complexes, les modèles à deux facteurs sont plus performants du point de vue

empirique, mais ne nous éclairent pas d’avantage sur les simplifications apportées aux préférences

et aux dynamiques. En second lieu, le seul facteur déterminant la structure des taux dans ce modèle

est le taux d’intérêt instantané. Ceci nous permettra de comparer aisément ce modèle avec ceux

présentés dans le chapitre précédent. Enfin, en dernier lieu, la dynamique du taux court s’avère

être une dynamique de type « racine carrée », particulièrement riche.

Cette section est organisée de la façon suivante. Dans un premier temps, nous analysons les con-

traintes imposées sur les préférences individuelles. Cox, Ingersoll et Ross supposent que la fonc-

tion d’utilité est de type logarithmique. Plutôt que d’examiner directement les simplifications in-

duites par cette spécification, nous choisissons de contraindre « par étapes » la fonction d’utilité.

Partant d’une fonction d’utilité totalement générale, chaque étape ajoute une contrainte significa-

tive à la précédente, jusqu’à obtenir,in fine, la fonction d’utilité postulée par Cox, Ingersoll et

Ross. Ceci nous permet d’associer à chaque contrainte des simplifications bien identifiées, et donc

de mettre en valeur l’appauvrissement progressif du modèle d’équilibre général. Dans un deux-

ième temps, nous ajoutons à ces contraintes les hypothèses concernant les processus de production,

en procédant de façon similaire. Le modèle complet de Cox, Ingersoll et Ross est ainsi construit,

et nous pouvons discuter de la structure des taux obtenue.

3.2 Contraintes sur les préférences

Formellement, Cox, Ingersoll et Ross posent que la fonction d’utilité de l’individu représentatif

est de la forme

U(C, Y , τ) = e−ρτ ln (C (τ)) . (3.1)

Cette spécification est obtenue au terme de quatre étapes significatives.
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3.2.1 La fonction d’utilité est indépendante des états

On pose

U(C, Y , τ) = U(C, τ). (3.2)

Cette simplification signifie que la satisfaction de l’individu ne dépend plus directement de l’état

de la technologie. L’évolution deY concerne l’individu uniquement parce qu’elle conditionne sa

consommation optimale.

Soit σCW , σCY et σCF les covariances des changements de la consommation optimaleC∗ avec,

respectivement, la richesseW , les variables technologiquesY , et le rendement d’un actif contin-

gent quelconque de prixF . On obtient le résultat important suivant :

Proposition 1 Lorsque la fonction d’utilité est décrite par (3.2), les primes de facteur sont don-

nées par

λW =
(
−UCC

UC

)
σCW (3.3)

λY =
(
−UCC

UC

)
σCY (3.4)

et le rendement espéré sur n’importe quel actif contingent satisfait à

(αF − r) F =
(
−UCC

UC

)
σCF . (3.5)

Preuve :

Dans un premier temps, on exprime les variablesσCW et σCY , nouvellement introduites. Pour

cela, nous devons calculer le coefficient de diffusionσC de la consommation optimaleC∗ =

C∗(W,Y , τ). D’après l’équation (2.54) page 185, le coefficient de diffusion de la richesseW est,

à l’équilibre,Ww∗′
QδQ. Celui deY estσ. Le lemme d’Itô permet d’écrire

σ′C
1×(N+K)

= CW Ww∗′
QδQ + CY σ. (3.6)
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D’où

σCW =
(
CW Ww∗′

QδQ + CY σ
)
×

(
Wδ′Qw∗

Q

)

= CW σ2
W + σ′WY C ′

Y (3.7)

σ′CY =
(
CW Ww∗′

QδQ + CY σ
)
× σ′

= CW σ′WY + CY σ2
Y . (3.8)

Prémultipliant ces équations par−UCC/UC , il vient

(
−UCC

UC

)
σCW =

(
−UCCCW

UC

)
σ2

W + σ′WY

(
−UCCC ′

Y

UC

)
(3.9)

(
−UCC

UC

)
σCY =

(
−UCCCW

UC

)
σWY + σ2

Y

(
−UCCC ′

Y

UC

)
. (3.10)

Dans un deuxième temps, on exprime les coefficients−UCCCW /UC et−UCCC ′
Y /UC . D’une

manière générale, la condition d’enveloppeJW = UC implique JWW = UCCCW , JWY =

UCY + UCCCY , et donc

(
−JWW

JW

)
= −UCCCW

UC
(3.11)

(
−J ′WY

JW

)
= −UCCC ′

Y

UC
− U ′

CY

UC
. (3.12)

Dans le cas présent, on aU ′
CY = 0 car l’utilité est indépendante deY . Introduisant ceci dans

(3.11) et (3.12), les équations (3.9) et (3.10) impliquent bien (3.3) et (3.4), compte tenu des ex-

pressions deλW etλY données dans le théorème 2.

Pour obtenir (3.5), on remarque que la démonstration de ce théorème indique que le coefficient de

diffusion du rendement de l’actif contingent de prixF estWFW w∗′
QδQ + F Y σ. Utilisant (3.6),

il vient
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σCF =
(
CW Ww∗′

QδQ + CY σ
)
×

(
WFW δ′Qw∗

Q + σ′F ′
Y

)

= FW

(
CW σ2

W + σ′WY C ′
Y

)
+ F Y

(
CW σWY + σ2

Y C ′
Y

)

= FW σCW + F Y σWY . (3.13)

On multiplie alors les deux membres de cette dernière égalité par−UCC/UC . Utilisant (3.9) et

(3.10), le membre droit obtenu est précisémentFW λW + F Y λY . Le théorème 2 confirme alors

(3.5).

CQFD.

Cette proposition montre que l’autonomie de la fonction d’utilité, par rapport aux états, place

la consommation agrégée au cœur du problème de l’évaluation des rendements d’équilibre des

actifs financiers. La prime d’équilibre, sur un facteur quelconque, est égal à la covariance entre

la consommation et ce facteur, multipliée par le coefficient d’aversion absolue pour le risque,

−UCC/UC > 0. Ainsi, par exemple, l’équation (3.3) indique que la primeλW est positive si la

richesse covarie positivement avec la consommation optimale. Dès lors, si un actifF est tel que

FW > 0, sa détention amplifie les variations de la consommation, et représente de ce point de vue

un danger pour l’individu. Le théorème 2 montre bien que le marché offre une compensation sur

cet actif, sous forme d’un supplément de rendement espéré. En somme, (3.3) et (3.4) indiquent

que le risque attaché à une variable fondamentale de l’économie se mesure en terme de variations

conjointes avec la consommation. L’équation (3.5) est parfaitement conforme à ce principe. Elle

montre que la covariance du rendement d’un actif avec la consommation suffit à déterminer son

rendement espéré d’équilibre : si, par exemple, cet actif tend à délivrer des paiements instantanés

élevés lorsque la consommation est faible (σCF < 0), il constitue une protection contre le risque

de consommation. Dès lors, son taux de rendement espéré doit être inférieur au taux sans risque,

et d’autant plus que l’aversion absolue pour le risque est élevée.

On voit que l’indépendance de la fonction d’utilité vis-à-vis des variables d’état simplifie consid-

érablement le problème de l’évaluation des actifs financiers : il n’est plus nécessaire de considérer

K + 1 caractéristiques de cet actif (la covariance de son rendement avec la richesse et lesK vari-

ables d’état), mais une seule (la covariance de son rendement avec la consommation). Le modèle

obtenu est un modèle du type « CAPM intertemporel avec consommation » (ICCAPM), comme

celui de Breeden et Litzenberger [1978], et de Breeden [1979].
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3.2.2 Le taux d’impatience est constant

Combinant la contrainte posée par l’hypothèse précédente et la constance du taux d’impatience,

on écrit

U(C, τ) = e−ρτu (C (τ)) , (3.14)

oùρ > 0 désigne le taux de préférence pure pour le présent, appelé encore « taux d’impatience ».

Le termeρ désigne le taux utilisé par l’individu pour actualiser l’utilité de la consommation future.

La constance deρ s’interprète de la façon suivante. Considérons un individu cherchant à évaluer

une consommation à l’instantτ . Le facteur d’actualisation, appliqué àu (C (τ)), estη ≡ e−ρτ . Si

maintenant l’individu évalue une consommation deux fois plus lointaine, il appliquera un facteur

égal àη2. Ainsi, la dépréciation de l’utilité avec le temps, due à la préférence pour le présent, se

fait au même taux pour chaque portion de temps de longueur identique. Avec un taux d’impatience

constant, l’individu ne marque aucune préférence particulière pour certains instants futurs.

SoitµC etσ2
C l’espérance et la variance du changement de la consommation optimale par unité de

temps. On démontre la proposition suivante.

Proposition 2 Lorsque la fonction d’utilité est décrite par (3.14), le taux d’intérêt instantané

d’équilibre est

r = ρ +
(
−UCC

UC

)
µC − 1

2

(
UCCC

UC

)
σ2

C . (3.15)

Preuve :

À l’instar de la fonction d’utilité, l’utilité marginale est indépendante des états :UC = UC(C, τ).

Par Itô, on obtient donc

L [UC ] = UCτ + µCUCC +
1
2
σ2

CUCCC . (3.16)

Introduisant la condition d’enveloppeUC = JW dans l’expression du taux d’intérêt fournie par le

corollaire 1, il vient

r =
(
−UCτ

UC

)
+

(
−UCC

UC

)
µC − 1

2

(
UCCC

UC

)
σ2

C . (3.17)
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De (3.14), on tireUC = e−ρτuC , UCτ = −ρτe−ρτuC , et donc−UCτ/UC = ρ. Combinée avec

(3.17), cette dernière égalité implique (3.15).

CQFD.

Si, comme Breeden [1986], on suppose que le coefficient d’aversion absolue pour le risque décroît

avec le niveau de la consommation (ce qui est raisonnable), la proposition 2 permet d’analyser fort

simplement les liens entre taux d’intérêt, préférence pour le présent, et consommation.

En premier lieu, (3.15) indique que le taux d’intérêt d’équilibre est relié positivement au taux

d’impatience. En effet, plus la préférence pour le présent est forte, plus le taux d’intérêt doit

être fort afin d’inciter les individus à retarder leur consommation dans le temps. En second lieu,

le taux d’intérêt apparaît positivement lié à la croissance anticipée de la consommation. Si une

forte croissance est anticipée, on s’attend à une faible utilité marginale de la consommation (car

UCC < 0). La consommation « demain » est donc peu attirante, et les agents qui retardent leur

consommation exigent une compensation. En dernier lieu, le taux d’intérêt est relié négativement

à la variance de l’évolution de la consommation. Ceci provient du fait que la décroissance de

l’aversion absolue pour le risque impliqueUCCC > 0.25 Un individu à aversion absolue pour

le risque décroissante, constatant une forte volatilité de la consommation, s’attend à une forte

utilité marginale de la consommation, et peut donc se contenter d’un taux d’intérêt faible. En

effet, la forte incertitude qui plane sur la consommation future est, en soi, une raison de retarder

sa consommation.

3.2.3 L’utilité est isoélastique

On pose

U(C, τ) = e−ρτ
[
C (τ)γ − 1

γ

]
(3.18)

avec0 < γ < 1. La caractéristique essentielle des fonctions d’utilité isoélastiques est d’exhiber un

coefficient d’aversion relative pour le risque constant : on aUC = e−ρτCγ−1, UCC = (γ − 1) e−ρτCγ−2,

25Le coefficient d’aversion absolue estAAR ≡ −UCC/UC . Sa décroissance avecC s’écritAARC < 0. On déduit
alorsAARC < 0 ⇐⇒ −

(
UCCCUC − U2

CC

)
/U2

C < 0 ⇐⇒ −UCCCUC + U2
CC < 0 =⇒ −UCCCUC < 0 =⇒

−UCCC > 0 carUC > 0. En définitive, le coefficient(UCCC/UC) dans (3.15) est positif.
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et le coefficient d’aversion relative est donc

(
−CUCC

UC

)
= 1− γ. (3.19)

La principale conséquence de (3.18) est la suivante.

Proposition 3 Lorsque la fonction d’utilité est décrite par (3.18), les parts optimales d’actifs

risqués, les primes des facteurs technologiques, ainsi que le taux d’intérêt instantané, ne dépen-

dent plus de la richesse.

Preuve :

Ceci provient du fait que la fonction d’utilité indirecteJ , solution de l’équation différentielle

partielle issue de l’équation de Bellman, prend la forme caractéristique suivante :26

J(W,Y , τ) = f(Y , τ)U(W, τ) + g(Y , τ) (3.20)

oùf etg désignent deux fonctions qui ne dépendent pas deW . On calcule alorsJW = fe−ρτW γ−1,

JWW = f (γ − 1) e−ρτW γ−2, JWY = fY e−ρτW γ−1 et donc

(
− JW

JWW

)
=

W

1− γ
(3.21)

(
−J ′WY

JWW

)
=

f ′Y
f
× W

1− γ
. (3.22)

Introduisant ces valeurs dans l’équation des parts optimales, on obtient

w∗ =
1

1− γ

(
δδ′

)−1 (α− r1) +
1

1− γ

(
δδ′

)−1
δσ′

f ′Y
f

, (3.23)

etw∗ est bien indépendant deW . Introduisant maintenant(−JWW /JW ) = (γ − 1)W et(−J ′WY /JW ) =

−f ′Y /f dans l’expression deλY donnée par le théorème 2, il vient

λY = (γ − 1)w∗′
QδQσ′ − σ2

Y

f ′Y
f

. (3.24)

26Voir, par exemple, Cass et Stiglitz [1970], Hakansson [1970] ou Merton [1971].

206



Chapitre 3 : l’équilibre général

À l’équilibre, la propriété d’indépendance concerne également les primes des facteursY . Enfin,

utilisant le théorème 1, le taux d’intérêt instantané s’écrit

r = w∗′
QαQ − (γ − 1)w∗′

QδQδ′Qw∗
Q −w∗′

QδQσ′
f ′Y
f

. (3.25)

CQFD.

Ainsi, quel que soit son niveau de richesse, l’individu consacre la même part de ses ressources à

chacun des actifs risqués. Cette indépendance entre le comportement de placement et la richesse

se propage à des variables essentielles du modèle.

L’intérêt de ces simplifications apparaît lorsqu’on examine l’équation fondamentale de structure

par terme, livrée par le théorème 4. On constate que le prixP (W,Y , t, s) d’un bon sans coupon

dépend de la richesseW , dans la mesure oùr etλY en dépendent.27 Ce n’est pas le cas ici, et on

peut donc poserP (W,Y , t, s) ≡ P (Y , t, s), ce qui impliquePW = 0, PWW = 0 et P ′
WY = 0.

L’équation fondamentale de structure par terme s’écrit donc

1
2

tr(σ2
Y P Y Y ) + P Y (µ− λY )− rP + Pt = 0. (3.26)

Ainsi, lorsque la fonction d’utilité est isoélastique, le facteurW sort de l’équation de structure par

terme, et on retrouve exactement l’équation issue du modèle d’arbitrage àK facteurs. De ce fait,

la prime de terme sur un bon s’exprime par28

Φ(Y , t, s) =
1
P
{P Y λY } . (3.27)

3.2.4 L’utilité est logarithmique

L’utilité logarithmique

U(C, τ) = e−ρτ ln (C (τ)) (3.28)

27On rappelle que les paiements contractuels associés à un bon ne dépendent pas de l’état de l’économie.

28Il s’agit de l’équation (3.25) du modèle àK facteurs. On rappelle queL [P ] = 1
2
tr(σ2

Y P Y Y ) + P ′
Y µ + Pt est,

par définition, l’espérance du changement instantané deP par unité de temps. L’équation (3.26) s’écrit donc sous la
formeL [P ] − P Y λY − rP = 0, soit encoreL [P ] /P − r = {P Y λY } /P . Le membre gauche de cette dernière
égalité est le taux de rendement espéré sur le bon, au-delà du taux sans risque, ce qui est bien la définition de la prime
instantanéeΦ.
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constitue un cas limite de l’utilité isoélastique (3.18). Il suffit de poserγ −→ 0. En théorie, le

choix de cette fonction d’utilité est discutable, du fait que le logarithme n’est pas borné supérieure-

ment, et n’échappe donc pas à des paradoxes du type « Saint-Petersbourg ».29 Pourtant, ce type de

fonction est largement utilisé en finance, du fait qu’il simplifie considérablement les modèles. En

réalité, la quasi-totalité des modèles de structure des taux, issus du modèle d’équilibre général de

Cox, Ingersoll et Ross, postulent que l’utilité est logarithmique.30

À l’instar de l’utilité isoélastique, l’utilité logarithmique exhibe un coefficient d’aversion relative

pour le risque constant. Il est, ici, égal à l’unité :

(
−CUCC

UC

)
= 1. (3.29)

De plus, la solution enJ est de la forme31

J(W,Y , τ) = f(τ) ln (W (τ)) + g(Y , τ), (3.30)

29La fonction d’utilité logarithmique est soumise au paradoxe suivant : considérons un jeu de pile ou face répété, qui
donnexn francs si pile sort pour la première fois aun-ième coup. Cette loteriel est évaluée par l’individu rationnel
suivant le critère de l’espérance de l’utilité :

U(l) =

+∞∑
n=1

1

2n
u(xn).

Si u(.) n’est pas bornée, on peut construire une loterie telle queu(xn) = 2n, et on trouve alorsU(l) = +∞. Les
agents sont prêts à donner une infinité de francs pour cette loterie.

30De ce point de vue, le modèle de Sundaresan [1983] constitue une exception. Sundaresan pose que l’utilité est une
exponentielle, de la forme

U(C, τ) = e−ρτ

{
−eγC

γ

}
,

oùγ > 0 est le coefficient d’aversion absolue pour le risque. Ce choix pose également problème : lorsqueC tend vers
0, u′(C) ne tend pas vers l’infini. De ce fait, les cas de consommation non-positive ne peuvent être exclus.

31LorsqueJ est de la forme (3.30), l’équation enJ s’écrit

0 = e−ρτ (−ρτ + ln W − ln f) + fτ ln W + gτ + f
(
w∗

′
(α− r1) + r

)
− e−ρτ

−1

2
(−f) w∗

′
δδ′w∗ + g′Y µ +

1

2
tr

(
σ2

Y gY Y

)
,

soit

0 =
{

e−ρτ + fτ

}
ln W + A

oùA est un terme indépendant deW . Pour que cette équation soit vérifiée, on doit avoir
{

e−ρτ + fτ

}
= 0 etA = 0.

L’équation (3.31) est la solution de l’équationfτ = −e−ρτ , sous la condition terminalef(t′) = 0.
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avec

f(τ) =
1
ρ

{
e−ρτ − e−ρt′

}
. (3.31)

La conséquence essentielle de l’utilité logarithmique apparaît en posantγ = 0 et fY = 0 dans

l’équation (3.23) des parts optimales. On obtient l’expression très simple

w∗ =
(
δδ′

)−1 (α− r1) . (3.32)

On voit que le terme exprimant la demande d’actifs motivée par le soucis de se protéger contre les

risques technologiques, disparaît. Ainsi, l’individu ne se préoccupe plus du risque spécifiquement

intertemporel, et agit comme s’il allait mourir prochainement. En d’autres termes, l’individu à

utilité logarithmique est caractérisé par un horizon ne dépassant pas l’instant présent : il est, en

quelque sorte, « myope », ou, tout du moins,neutre vis-à-vis du risque technologique.

Sa politique de consommation est également fort simple. Utilisant la condition d’enveloppe, on

montre facilement que

C∗(τ) =
{

ρ

1− e−ρ(t′−τ)

}
W (τ). (3.33)

On reconnaît la solution d’un modèle de portefeuille en temps continu, développé par Merton

[1969, équations (28) et (29) pp.250–251]. Dans ce modèle, Merton utilise une fonction logarith-

mique, mais ne prend en compte aucune incertitude intertemporelle. Ceci montre que l’hypothèse

d’utilité logarithmique conduit à un appauvrissement significatif de l’analyse intertemporelle.32

Le taux d’intérêt d’équilibre (3.25) s’écrit maintenant

r = w∗′αQ − (γ − 1)w∗′
QδQδ′Qw∗

Q. (3.34)

32Comme nous l’avons signalé, Sundaresan [1983] pose une fonction d’utilité exponentielle, qui n’implique aucune
myopie de la part des individus. Mais, comme Merton, son modèle ne prend pas en compte l’incertitude intertemporelle.
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En combinant (3.32), exprimée à l’équilibre, et cette dernière équation, on peut calculer le taux

d’intérêt en fonction uniquement des paramètres technologiques :

r =




1′
(
δQδ′Q

)−1
αQ − 1

1′
(
δQδ′Q

)−1
1


 . (3.35)

De même, le vecteur des primesλY est

λY = w∗′δQσ′. (3.36)

3.3 Contraintes sur la technologie

Trois hypothèses relatives à la technologie permettent d’obtenir le modèle à un facteur de Cox,

Ingersoll et Ross.

3.3.1 Il existe une seule variable d’état

LorsqueK = 1, le vecteurY se réduit à une variableY . Sa dynamique est notée

dY (t) = µY (Y, t) dt + σY (Y, t)
1×(N+1)

dz(t)
(N+1)×1

. (3.37)

Dans le cas général, cette spécification conduit à un modèle de structure des taux à deux facteurs :

la richesse et cet étatY . Toutefois, l’hypothèse de l’utilité isoélastique élimineW des facteurs

explicatifs de la structure des taux.33

33Les modèles d’équilibre général à deux facteurs sont assez rares. On peut citer le modèle « taux court et inflation »
de Cox, Ingersoll et Ross [1985b], et le modèle « taux court et volatilité du taux court » de Longstaff et Schwartz [1992].
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3.3.2 La moyenne et la variance du taux de rendement physique sont proportionnelles à
l’état

Conservant l’hypothèse précédente, la dynamique du rendement des processus productifs s’écrit

sous la forme :

dQ(t)
N×1

= IQ

N×N

αQ

N×1

Y dt + IQ

N×N

δQ

N×(N+1)

√
Y dz(t)

(N+1)×1

(3.38)

où le vecteurαQ et la matriceδQ sont composés uniquement de constantes. On suppose, en

outre, queαQ et δQ sont tels que1′
(
δQδ

′
Q

)−1
αQ > 1. Comme le notent Cox, Ingersoll et

Ross, la spécification (3.38) assure que, ni l’espérance, ni la variance des taux de rendement sur

l’investissement physique, ne domineront les choix de portefeuille pour de grandes valeurs deY .34

Croisons maintenant les hypothèses précédentes. Nous admettons donc, d’une part, que la fonction

d’utilité de l’individu représentatif est de la forme e−ρτ ln (C (τ)), et, d’autre part, que la moyenne

et la variance des taux de rendement des processus physiques sont proportionnels à l’unique vari-

able d’état.

On montre alors que le taux d’intérêt estproportionnelà Y . Pour cela, on introduitαQ = αQY

etδQ = δQ

√
Y dans (3.35), et on obtient

r = r × Y avec r =




1′
(
δQδ

′
Q

)−1
αQ − 1

1′
(
δQδ

′
Q

)−1
1


 > 0. (3.39)

Le coefficientr est une constante. Cette stricte proportionnalité entrer etY nous permet d’identifier

le risque dû aux variations deY , et le risque de taux d’intérêt, dans l’esprit du modèle d’arbitrage

à un facteur exposé dans le chapitre précédent. Pour montrer que la correspondance est étroite, on

calculePY = rPr et PY Y = r2Prr. Introduisant les notations de proportionnalitéσ2 ≡ r2σ2
Y ,

µ ≡ rµY etλr ≡ rλY , l’équation fondamentale de structure par terme s’écrit

1
2
σ2Prr + (µ− λr)Pr − rP + Pt = 0, (3.40)

ce qui estexactementl’équation de structure par terme du modèle d’arbitrage, dans lequel le seul

facteur est le taux d’intérêt instantané.

34Des spécifications plus complexes sont proposées par Sundaresan [1984] et Longstaff [1989].
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3.3.3 La variable d’état suit un processus « racine carrée »

Dans ce cas, la dynamique (3.37) s’écrit

dY (t) = κ
(
θ − Y (t)

)
dt + σ′

1×(N+1)

√
Y (t) dz(t)

(N+1)×1

, (3.41)

oùκ, θ désignent des constantes strictement positives, et oùσ est un vecteur(N +1)×1, constant.

Commer est proportionnel àY , on doit s’attendre à ce que la dynamique der suive également un

processus de ce type. D’après (3.39) et (3.40), on peut en effet écrire

dr = κ (θ − r) dt + σ
√

r dz, (3.42)

avecκ ≡ κ > 0, θ ≡ rθ > 0, et z désigne un processus de Wiener unidimensionnel, tel que

σ dz ≡ √
r σ′ dz(t). On retrouve donc le processus du taux court décrit dans le chapitre précédent,

mais dérivé icide façon endogène.

Toutefois, le modèle obtenu est différent : la prime unitaireλr, associée au risque de taux, n’est

pas ici constante, mais proportionnelle au niveau du taux d’intérêt. Pour le montrer, on constate,

dans un premier temps, que la primeλY , associée au facteurY , est proportionnelle àY . En effet,

commeσY (Y, t) = σ
√

Y , l’équation (3.36) permet d’écrire

λY = λ× Y avec λ =
((

α′Q − r1′
) (

δQδ
′
Q

)−1
δQσ′

)
. (3.43)

Combinant maintenant la notationλr ≡ rλY avecλY = λY et r = rY , il vient

λr = λ× r. (3.44)

Pour confirmer queλr représente bien la prime unitaire de risque de taux, on utilisePY = rPr

pour exprimer (3.27) sous la forme

Φ(r, t, s) = λ× r × Pr

P
. (3.45)

Comme(dP/P )/(dr/r) ≡ rPr/P , cette équation signifie que la prime de terme instantanée sur

un bon est proportionnelle à l’élasticité du prix de ce bon par rapport au taux d’intérêt.
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Nous disposons donc d’un modèle d’équilibre général de structure des taux, dans lequel les paramètres

κ, θ et σ du processus suivi par le taux court, ainsi que le coefficient de proportionnalitéλ de

la prime de risque de taux, s’expriment en fonction des paramètres technologiques, exogènes à

l’économie. Clairement, ce modèle détermine, de façon endogène, les différents paramètres qu’il

nous a fallu spécifier pour obtenir un modèle d’arbitrage explicite. Si on conserve uniquement

l’équation de structure par terme (3.40), la dynamique du taux (3.42), et la forme de la prime uni-

taire (3.44), on obtient un modèle tout à fait similaire à un modèle d’arbitrage, mais consistant avec

un équilibre général, et garantissant l’absence, à l’équilibre, d’opportunité de gain sans risque.35

3.4 Analyse de la solution fermée

Ce modèle d’équilibre général à prime proportionnelle peut être analysé suivant une démarche

identique à celle mise en œuvre pour examiner un modèle d’arbitrage.36 Pour cela, il nous faut

résoudre l’équation différentielle partielle

1
2
σ2rPrr(κ(θ − r)− λr)Pr − rP + Pt = 0 (3.46)

sous la condition terminaleP (r, s, s) ≡ 1. Adaptant la preuve donnée en annexe A.3, page 147,

on obtient aisément

P (r, t, s) = exp {A(T )r + B(T )} , (3.47)

avec

A(T ) =
−2(evT − 1)

C(T )

B(T ) =
2κθ

σ2
ln





2v exp
{

κ+λ+v
2 T

}

C(T )



 (3.48)

35Ceci laisse entrevoir la possibilité d’une démarche « inverse », consistant à chercher des spécifications d’équilibre
général, qui permettent de retrouver un modèle d’arbitrage donné. Ainsi, Campbell [1986] expose un modèle
d’équilibre, qui justifie le modèle d’arbitrage à un facteur de Vasicek [1977].

36Pour des tests empiriques du modèle à un facteur de Cox, Ingersoll et Ross, voir Brown et Dybvig [1986] et
Longstaff [1989].
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C(T ) = (κ + λ + v)(evT − 1) + 2v

v =
√

(κ + λ)2 + 2σ2,

oùT ≡ s− t désigne la maturité du bon.

Examinant le signe de ces divers éléments, ainsi que leurs dérivées par rapport aux paramètres

significatifs du modèle, on exhibe un certain nombre de relations intéressantes. En premier lieu,

on obtient37

Pr < 0 Pt > 0 PT < 0. (3.49)

La relationPr < 0 indique que le prixP (r, s, t) d’un bon est une fonction décroissante du taux

court. La relationPt > 0 montre que le prix d’un bon (au départ inférieur à sa valeur faciale

unitaire) va croître durant toute sa vie, jusqu’à rejoindre la valeur 1 à maturité. L’inégalitéPT < 0

indique que la structure des prix est uniformément décroissante avec la maturité.

En second lieu, on obtient

Pθ < 0 Pκ > 0 si r > θ Pκ < 0 si r < θ. (3.50)

La première relation ci-dessus est liée au fait queθ s’interprète comme le niveau « moyen » du

taux court. Les deux suivantes sont également issues des caractéristiques dynamiques du processus

racine carrée : si, par exemple, le taux court est au-dessus de sa valeur moyenneθ, il aura tendance

à y retourner, et ceci d’autant plus vite queκ est grand. Dans ce cas, plusκ est grand, plus la chute

du taux est brutale, et le prix réagit donc positivement.

La dynamique du taux de rendement instantané sur un bon est décrite par

dP

P
=

{
1 + λA(T )

}
r(t) dt + A(T )

√
r(t) σ dz. (3.51)

La variabilité du taux de rendement décroît avec le taux court, jusqu’à être nulle lorsquer(t) = 0.

De plus, commeA′(T ) < 0, cette variabilité décroît avec la maturitéT .

37Par exemple,Pr < 0 est déduit dePr = A(T )P , A(0) = 0 etA′(T ) = −4v2TevT < 0 pourT > 0.
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L’examen de la structure des tauxR(r, t, s) ≡ − ln {P (r, t, s)} /T montre que celle-ci part, à

gauche, der(t), et atteint un niveauR(r, t,∞) = 2κθ/(κ + λ + v), constant, pour les maturités

très lointaines. Si le taux courtr(t) est inférieur àR(r, t,∞), la structure des taux est monotone

croissante. Sir(t) est supérieur àκθ/(κ+λ), elle est monotone décroissante. Sir(t) se situe entre

ces deux seuils, la structure est en cloche.

Jusqu’ici, nous nous sommes bornés à interpréter la solution fermée en des termes économique-

ment neutres, comme nous l’avions fait lors de l’analyse des modèles d’arbitrage. L’apport spéci-

fique de l’approche par l’équilibre général est maintenant examiné.

En premier lieu, on note que les relations de proportionnalité impliquent

λr = λr =
1
dt

Cov
[
dr,

dW

W

]
. (3.52)

Ainsi, la prime unitaire de risque de taux est égale à la covariance, par unité de temps, entre le

changement du taux d’intérêt et le taux de variation de la richesse optimalement investie. Le signe

de λ détermine le signe de cette covariance. Ceci permet d’interpréter l’équation (3.45), qui in-

dique que la prime de termeΦ est positive pour tous les bons, si et seulement si le coefficient

λ est négatif. En effet, commePr/P est négatif,λ < 0 implique que les bons offrent de forts

taux de rendement instantané lorsque la richesse est forte, et de faibles taux lorsque la richesse est

faible. Dans ce cas, détenir des bons aggrave les risques, et les individus adverses au risque de-

manderont une prime positive, sous forme d’un supplément de rendement anticipé, pour accepter

de les incorporer dans leurs portefeuille.

À l’aide de la solution fermée, on montre également que

Pλ > 0. (3.53)

D’après (3.52), une forte valeur du paramètre de risqueλ reflète une forte covariance entre taux

d’intérêt et richesse. Siλ est effectivement élevé,Pr < 0 implique qu’il est plus probable que le

prix des bons soient forts lorsque la richesse est faible, et donc fortement désirée. Enfin, on peut

analyser

Pσ2 > 0. (3.54)
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Une forte volatilité du taux court révèle une grande incertitude sur la consommation future. Comme

UCCC > 0 lorsqueU(C, τ) = e−ρτ ln (C), l’interprétation de Breeden [1986] exposée précédem-

ment est valide : l’individu adverse au risque est disposé à payer plus cher un flux certain.

3.5 Conclusion

Cette section a été consacrée à l’étude du modèle d’équilibre général à un facteur de Cox, Ingersoll

et Ross, dans l’optique de mettre en valeur la portée des diverses simplifications requises pour

obtenir une solution fermée de structure des taux.

Pour cela, nous avons d’abord examiné l’hypothèse portant sur les préférences, à savoir l’hypothèse

d’une fonction d’utilité logarithmique, à taux d’impatience constant. Progressant pas à pas, nous

avons analysé les diverses conséquences de cette hypothèse. Dans un premier temps, posant l’autonomie

de la fonction d’utilité par rapport aux variables d’état, nous avons montré que la covariance d’un

actif avec la consommation caractérisait complètement cet actif, dans le sens où cette covari-

ance s’avérait suffisante pour calculer son rendement espéré d’équilibre. Ainsi, l’autonomie de la

fonction d’utilité place la consommation agrégée au centre du problème de l’évaluation. Dans un

deuxième temps, nous avons ajouté à cette spécification la constance du taux d’impatience. Le taux

d’intérêt instantané s’est avéré directement lié à ce taux d’impatience, ainsi qu’aux paramètres de

la dynamique de la consommation. Dans un troisième temps, nous avons postulé que la fonction

d’utilité était isoélastique. Dans ce cas, la politique de répartition de la richesse, décidée par un

individu, est indépendante du niveau de ses ressources. Cette propriété s’est propagée dans le mod-

èle, à un tel point que la structure des taux s’est avérée, elle-même, indépendante de la richesse.

Dans un quatrième temps, la spécification finale de Cox, Ingersoll et Ross a été imposée. Sous

hypothèse d’utilité logarithmique, le comportement des agents a pu être qualifié de comporte-

ment myope, du fait que ceux-ci décidaient de leur politique sans prendre en compte l’incertitude

technologique, pertinente au-delà de l’instant présent. De ce fait, ce type de fonction d’utilité a

été associé à un appauvrissement substantiel du modèle intertemporel d’équilibre économique

général.

Nous avons ensuite examiné les hypothèses de Cox, Ingersoll et Ross relatives à la structure de

l’incertitude de l’économie. Nous avons ainsi imposé que l’espérance et la variance des taux de

rendement sur la production soient proportionnels à une unique variable d’état. Cette propriété de

proportionnalité s’est étendue à un certain nombre de variables significatives, et il a été possible de
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montrer que le facteur déterminant de la structure des taux, dans cette économie, était finalement

le taux d’intérêt instantané. Supposant alors que la variable d’état obéissait à un processus de

type « racine carrée », nous avons constaté, d’une part, que la prime unitaire de risque de taux

était proportionnelle au niveau de taux court, et, d’autre part, que la dynamique de ce taux était

également du type « racine carrée ».

Le modèle de Cox, Ingersoll et Ross a ainsi montré qu’il pouvait générer, de façon endogène,

des spécifications qui, dans le cadre de l’approche examinée dans le chapitre précédent, avaient

été fixées arbitrairement. L’avantage du modèle à un facteur de Cox, Ingersoll et Ross est qu’il

est consistant avec un équilibre général, et garantit l’absence de toute opportunité d’arbitrage. De

plus, l’analyse de la solution fermée obtenue a montré qu’une interprétation économique de la

structure des taux était possible.

217



Chapitre 3 : l’équilibre général

Section 4 Un réexamen des théories traditionnelles, à la lumière de
l’équilibre général

4.1 Introduction

Le modèle d’équilibre économique général place la structure des taux dans un environnement

économique complet. Il montre comment la hiérarchie des taux résulte du comportement d’agents

économiques rationnels, dans un univers où l’incertitude affecte à la fois la production et la tech-

nologie. Peut-on utiliser ces résultats pour analyser les théories traditionnelles de la structure des

taux ?

Concernant la théorie pure des anticipations, on rappelle que le modèle d’arbitrage àK facteurs a

permis de montrer que seule la version « locale » de cette théorie, affirmant la nullité des primes

de terme instantanées, était susceptible d’être valide dans le cadre d’un équilibre économique. Les

hypothèses de cette théorie, présentées au chapitre 1, sont parfaitement compatibles avec celles

du modèle de Cox, Ingersoll et Ross. Nous pouvons donc utiliser ce cadre général de travail, afin

d’examiner la validité de l’hypothèse locale. Dans la mesure où nous avons montré que la théorie

des anticipations niait les fondements économiques de la hiérarchie des taux, on doit s’attendre à

des conclusions plutôt négatives.

Concernant les théories traditionnelles avec prime, comme la théorie de Hicks ou de Modigliani

et Sutch, on peut raisonablement être plus optimiste : ces théories reconnaissent explicitement que

les comportements individuels d’investissement influencent la structure des taux. Mais le modèle

de Cox, Ingersoll et Ross est-il pour autant susceptible d’autoriser un réexamen complet de ces

théories ? Nous verrons que quelques précautions s’imposent.

Dans cette section, nous examinons successivement la théorie pure des anticipations, puis les

théories avec prime. Pour ce faire, nous nous référons essentiellement aux travaux de Cox, Ingersoll

et Ross [1981], mais, également, à ceux de Merton [1973b].

4.2 La théorie pure des anticipations

Suivant Cox, Ingersoll et Ross [1981], nous examinons la validité de l’hypothèse locale des antic-

ipations, dans le cadre du modèle d’équilibre économique général. Cet examen est parfaitement
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justifié, du fait que les résultats obtenus par la théorie des anticipations ne sont, en aucun cas,

liés à des hypothèses contradictoires avec celles du modèle général. Nous exprimons l’hypothèse

locale pour une fonction d’utilité isoélastique, puis, comme cas particulier, examinons la fonction

d’utilité linéaire. Ceci nous permet de déterminer, si, comme beaucoup l’ont affirmé, la théorie

des anticipations est une conséquence naturelle de la neutralité vis-à-vis du risque. La réponse

étant négative, nous cherchons à savoir si des conditions particulières, différentes de la neutralité,

permettent de valider l’hypothèse locale.

4.2.1 Hypothèse locale des anticipations et utilité isoélastique

Dans le cadre du modèle général, l’information disponible à un instant donné est représentée par

le couple(W,Y ). Toutefois, nous savons que, lorsque l’utilité est isoélastique, le taux d’intérêt

instantané, ainsi que l’ensemble de la structure des taux, sont indépendants de la richesseW .

L’hypothèse locale, affirmant que le prix courant d’un bon est égal à l’espérance d’une unité de

numéraire, actualisée au taux court, s’exprime donc sous la forme

P (Y , t, s) = E
Y,t

[
exp

{
−

∫ s

t
r(Y , τ) dτ

}]
. (4.1)

Cette hypothèse est associée à la nullité des primes de terme instantanées. Dans le cas isoélastique,

ces primes s’expriment par

Φ(Y , t, s) =
P Y

P

{(
−JWW

JW

)
σWY + σ2

Y

(
−J ′WY

JW

)}
. (4.2)

Cette expression indique que la prime sur un bon se décompose en deux éléments. Un premier

élément est une prime, offerte par le marché en fonction des capacités du bon à protéger con-

tre l’évolution instantanée non-anticipée de la richesse optimalement investie (le portefeuille de

marché). Un deuxième élément, spécifique aux modèles intertemporels, est lié au potentiel de

protection offert par le bon contre les variations non-anticipées des opportunités de production.
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4.2.2 Théorie pure et neutralité vis-à-vis du risque

Avant d’examiner les conséquences de la neutralité, on combine l’équation différentielle partielle

enJ (2.20) et l’équation du taux d’intérêt (2.30), extraites du modèle d’équilibre général. Il vient

0 = U(C∗, Y , t) + Jt + (rW − C∗) JW − 1
2
σ2

W JWW + JY µ +
1
2

tr
(
σ2

Y JY Y

)
. (4.3)

Un individu est neutre vis-à-vis du risque lorsque sa fonction d’utilité est linéaire en la consom-

mation. On écrira

U(C, t) = f(t)C(t). (4.4)

Le coefficient d’aversion relative pour le risque−CUCC/UC est bien nul.

Malgré les apparences, la fonction ci-dessus est difficile à étudier, du fait qu’elle n’est pas stricte-

ment concave. Dans ces conditions, le programme d’optimisation de l’individu représentatif ne

mène pas forcément à une solution intérieure, telle qu’il consomme une quantité finie strictement

positive du bien. Deux « solutions de coin » sont susceptibles d’apparaître : l’individu peut décider

de ne pas consommer sur le prochain instant, ou encore de consommer toute sa richesse sur cet

instant.

Étudions dans un premier temps le cas d’une solution intérieure. La condition d’enveloppeJW =

UC est ici respectée. Avec l’utilité donnée en (4.4), elle s’écritJW = f . Intégrant cette équation

par rapport àW , on obtient la forme générale de la fonctionJ :

J(W,Y , t) = f(t)W + g(Y , t). (4.5)

Cette équation impliqueJWW = 0, J ′WY = 0 et donc, par (4.2),Φ(Y , t, s) = 0. L’hypothèse

locale des anticipations est bien valide. Toutefois, on montre qu’il s’agit en fait d’un cas trivial.

Introduisant les dérivées partiellesJt = ftW +gt, JW = f etJWW = 0 dans l’équation différen-

tielle partielle (4.3), on obtient après réarrangements

0 = {ft + rf}W +
{

gt + JY µ +
1
2

tr
(
σ2

Y JY Y

)}
, (4.6)
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où les deux termes entre accolades sont indépendants de la richesse. Cette équation implique, en

particulier,ft + rf = 0, c’est-à-dire

r(Y , t) = −ft(t)
f(t)

. (4.7)

La fonctionf(t) étant indépendante des étatsY , cette dernière équation ne peut être satisfaite

qu’à la condition que le taux d’intérêt soit non-stochastique, c’est-à-dire quer(Y , t) ≡ r(t). Ce

résultat permet de résoudre (4.1) sous la forme

P (Y , t, s) =
f(s)
f(t)

, (4.8)

ce qui montre que les prix des bons sont également non-stochastiques :P (Y , t, s) ≡ P (t, s). Il

est naturel que l’hypothèse locale soit vérifiée, dans un univers où la structure des taux est déter-

ministe. On peut même affirmer quetoutesles versions de la théorie des anticipations sont valides,

parce qu’équivalentes. La situation décrite ici est, en quelque sorte, dégénérée, et la structure des

taux relève finalement d’un simple principe d’arbitrage.

Pour illustrer le caractère trivial de cette situation, on peut, par exemple, imposer la constance du

taux d’impatience, c’est-à-diref(t) = e−ρt. On obtient immédiatementr = ρ, P = e−ρ(s−t) et

doncR = ρ. La structure des taux est, dans ce cas, parfaitement plate.

Il nous reste maintenant à étudier les solutions de coin. Lorsque ce type de solution prévaut,

l’individu se comporte de la façon suivante : pendant un certain laps de temps, il s’abstient de

consommer et investit toute sa richesse, puis, à un moment qui dépend de l’état de l’économie, il

décide de renverser sa politique, c’est-à-dire de consommer toute sa richesse en un seul instant. Le

programme de l’individu détermine ici le moment précis de ce « changement de coin ». Il s’agit

d’un problème detemps d’arrêt optionnel, qui peut être résolu à l’aide des techniques standards

en la matière.38 La solution de ce problème ne nous intéresse pas directement, et, suivant Cox,

Ingersoll et Ross [1981], nous préférons examiner un problème connexe plus simple, mais suffisant

pour statuer sur la validité de l’hypothèse locale.

Dans ce problème, le moment du renversement de politique est directement déterminé par la fonc-

tion d’utilité de l’investisseur. Imaginons que l’individu, neutre vis-à-vis du risque, ne souhaite

38Voir Malliaris et Brock [Chapitre 1, section 8, et chapitre 2, section 13], et Roger [Chapitre 4, section 3.2].

221



Chapitre 3 : l’équilibre général

consommer qu’à l’instantt′ de sa mort. Sa fonction d’utilité est de la forme

U(C, t) =

{
C(t) si t = t′

0 sinon
(4.9)

On pose doncU = 0 etC∗ = 0 dans l’équation enJ (4.3), et on obtient

0 = Jt + rWJW − 1
2
σ2

W JWW + JY µ +
1
2

tr
(
σ2

Y JY Y

)
. (4.10)

À l’instant t′, l’individu consomme toute sa richesse. La condition terminale permettant de déter-

miner la fonctionJ est doncJ(W,Y , t′) = W . La fonction d’utilitéJ est alors de la forme39

J(W,Y , t) = f(Y , t)W, (4.11)

et la condition terminale surf(Y , t) est doncf(Y , t′) = 1. CommeJWW = 0, la prime de terme

(4.2) se réduit à

Φ(Y , t, s) =
P Y

P

{
σ2

Y

(
−J ′WY

JW

)}
. (4.12)

Ceci montre que l’agent, neutre vis-à-vis du risque, ne se préoccupe pas du risque lié au porte-

feuille de marché, mais ne néglige pas, pour autant, le risque de changement des opportunités

d’investissement. Contrairement à l’agent à fonction d’utilité logarithmique, l’agent à fonction

d’utilité linéaire ne fait preuve d’aucune myopie de ce point de vue.

Pour montrer qu’il n’y a aucune raison de penser que la prime est nulle, on résout (4.10). Intro-

duisant les dérivées partielles de (4.11) dans (4.10), on obtient alors l’équation différentielle enf

suivante :

1
2

tr
(
σ2

Y fY Y

)
+ fY µ + rf = 0. (4.13)

Pour résoudre cette équation sousf(Y , t′) = 1, on peut, par exemple, utiliser la preuve du

théorème 1 du modèleK facteurs. CommeJW = f , on écrira finalement

JW (W,Y , t) = E
Y,t

[
exp

{∫ t′

t
r(Y , τ) dτ

}]
. (4.14)

39Il s’agit de la forme générale de la solution pour une fonction isoélastique, dans laquelle on a poség(Y, t) = 0.
Cette égalité peut être facilement démontrée, en résolvant l’équation différentielle correspondante sousg(Y, t′) = 0.
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L’utilité marginale de la richesse est donc égale, à chaque instant, à l’espérance du rendement

terminal d’une unité de numéraire continûment réinvestie au taux court. Appliquant maintenant le

corollaire 2 du modèle d’équilibre général au cas des bons sans coupon, il vient

Φ(Y , t, s) = − 1
dt

Cov
[

dP

P
,
dJW

JW

]
. (4.15)

La prime de terme est égale à l’opposé de la covariance par unité de temps entre le taux de ren-

dement du bon et le taux de croissance de la valeur terminale espérée d’une unité investie au taux

court, entre l’instantt et la date de consommationt′. L’équation (4.14) nous indique qu’il n’y a

aucune raison particulière de penser que cette covariance est nulle, sauf à admettre que le taux

d’intérêt instantané évolue de façon déterministe.

Ces résultats montrent clairement que, dans un univers véritablement incertain, l’hypothèse locale

des anticipations ne peut, en aucun cas, être considérée comme une conséquence naturelle de la

neutralité vis-à-vis du risque.

4.2.3 Les conditions de validité de la théorie pure sans hypothèse de neutralité

Comme la neutralité vis-à-vis du risque ne mène pas directement à l’hypothèse locale, on peut

être tenté de chercher des conditions qui permettent de l’obtenir. Cox, Ingersoll et Ross [1981]

exhibent deux situations telles que les primes de terme soient uniformément nulles.

Dans la première situation, la fonction d’utilité est indépendante des états, et la consommation

est localement certaine. La proposition 1 de la section précédente indique que, lorsque la fonction

d’utilité est autonome par rapport aux états, le rendement espéré sur un actif, au-delà du taux sans

risque, est proportionnel à sa covariance avec la consommation agrégée :

(αF − r) F =
(
−UCC

UC

)
σCF . (4.16)

Si la variation instantanée de la consommation est déterministe, la covarianceσCF est nulle, et

la prime de terme également. Toutefois, on ne voit pas quelles conditions pourraient rendre la

consommation localement certaine.

Dans la deuxième situation, la fonction d’utilité est logarithmique, et les rendements sur le capital
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physique ne sont pas corrélés avec les changements des variables d’état. Sous hypothèse d’utilité

logarithmique, on sait que les primes associées aux états sont

λY = w∗′δQσ′, (4.17)

et que ces primes sont les seules à intervenir dansΦ. Dès lors, siδQσ′ = 0, les primes de

terme sont nulles. Ce cas n’est pas réellement intéressant, dans la mesure où il fait disparaître

la composante de risque spécifiquement intertemporelle.

Ainsi, ces deux situations sont obtenues sous des conditions non-triviales.40

4.3 Les théories avec prime

Nous examinons maintenant les théories avec prime, comme la théorie de Hicks ou de Modigliani

et Sutch. Un premier point indique que le modèle de Cox, Ingersoll et Ross est susceptible de

réexaminer le comportement d’habitat, prêté par ces deux théories aux investisseurs. Un deuxième

point montre que le risque spécifiquement intertemporel conduit les individus à se comporter d’une

façon qui n’était pas prévue par ces théories.

4.3.1 Le comportement d’habitat

Dans le cadre des théories traditionnelles de la structure des taux, les primes sont conditionnées

par la distribution des habitats sur l’échelle des maturités. On rappelle que, suivant Modigliani et

Sutch, l’habitat d’un agent prêteur désigne la longueur de la période de temps pendant laquelle il

dispose de fonds dont il n’a pas besoin, et l’habitat d’un agent emprunteur désigne la période sur

laquelle il souhaite disposer d’un financement. Pour un prêteur par exemple, avoir un habitat égal à

T signifie que, si les rendements espérés sur diverses stratégies sont identiques, ce prêteur achètera

exclusivement des bons de maturitéT , considérés comme « sûrs ». Toutefois, si le marché offre

des primes suffisamment intéressantes sur les bons de maturité différente deT , il peut accepter

d’acquérir ces bons, c’est-à-dire de quitter temporairement son habitat.

Hicks affirme que la préférence pour la liquidité confère aux prêteurs un habitat plutôt court, et

40De plus, comme le montrent Mo Ahn et Thompson [1988, p.162], ces conditions n’impliquent plus le respect de
l’hypothèse locale lorsqu’on prend en compte le risque de saut, négligé par Cox, Ingersoll et Ross.
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que la nécessité de financer, de façon stable, un processus productif long, confère aux emprun-

teurs un habitat plutôt long. Bien que cette « faiblesse constitutionnelle » puisse être réduite par

l’action de spéculateurs, qui accepteront d’emprunter court pour prêter long, ceux-ci exigeront une

rémunération, pour être compensé des risques encourus par cette activité de transformation. De ce

fait, Hicks conclut que la prime de terme sur un bon croît avec la maturité de ce bon, et donc que

la structure des taux est structurellement croissante. Modigliani et Sutch, quant à eux, refusent

l’idée d’une distribution des habitats aussi élémentaire. Pour eux, prêteurs et emprunteurs sont

caractérisés par des habitats très divers, et la structure des primes peut donc prendre des formes

très variées.

Dans quelle mesure le modèle d’équilibre général peut-il nous aider à réexaminer ces théories ?

Compte tenu du fait que le modèle de Cox, Ingersoll et Ross est soumis à l’hypothèse d’homogénéité

des individus, il n’est pas susceptible d’être utilisé pour examiner directement les conclusions de

Hicks, c’est-à-dire la croissance des primes de terme. En effet, Hicks obtient ce résultat en con-

frontant des individus caractérisés par des comportementsa priori contradictoires. De plus, les

hypothèses relatives à la technologie font qu’il est impossible de modéliser un processus de pro-

duction « long », nécessitant un financement stable. En réalité, on ne peut, comme Cox, Ingersoll

et Ross, prétendre réinterpréter la théorie de Hicks à partir d’un modèle où tous les individus sont

caractérisés par un habitat court. D’une manière générale, les théories traditionnelles avec prime

s’expriment assez mal dans le cadre du modèle d’équilibre général.

Cela dit, ces théories peuvent être réexaminées du point de vue de ce qui fait la force du modèle

général, à savoir l’analyse des comportements en incertitude. En particulier, on peut s’interroger

sur le comportement attribué par ces théories à un prêteur caractérisé par un habitat spécifique.

Dans le cadre d’un équilibre intertemporel, est-il raisonnable d’affirmer qu’un prêteur, adverse

au risque, préférera toujours, à rendements espérés identiques, acquérir des bons dont la maturité

correspond à son habitat ?

Pour examiner cette question, on suppose que l’individu représentatif, adverse au risque, ne souhaite

consommer qu’à un instant précis du futur, qui définit strictement son habitat. Cet individu peut

évaluer le risque et le rendement des stratégies en bons de diverses maturités. En particulier, il

peut comparer la stratégie consistant à acquérir un bon correspondant à son habitat, et la stratégie

consistant à réinvestir continûment, au taux court, jusqu’à la date de consommation. D’après la

théorie de Modigliani et Sutch, le rendement espéré du bon correspondant à l’habitat doit être

inférieur à celui de tous les autres. C’est ce que nous allons examiner maintenant, à travers un
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exemple proposé par Cox, Ingersoll et Ross [1981].

4.3.2 Habitat et risque intertemporel

Comme précédemment, l’individu souhaite consommer uniquement à un instantt′. De plus, nous

supposons pour simplifier que sa fonction d’utilité est de type isoélastique :

U(C, t) =

{
C(t)γ/γ si t = t′

0 sinon
(4.18)

où 1 − γ est égal au coefficient d’aversion relative pour le risque. Il n’existe qu’une seule tech-

nologie de production. Pour isoler les effets spécifiquement intertemporels, on admet également

que les rendements instantanés du processus de production sont sans risque sur le moment présent,

mais varie stochastiquement au cours du temps. De ce fait, l’économie est exclusivement soumise

aux risques technologiques, et les primes offertes sur les bons ne peuvent provenir (comme dans

le CAPM monopériodique) d’une quelconque covariance de leurs rendements avec le portefeuille

de marché. Pour modéliser ceci, on posera, par exemple,

dQ(t) = Q(t)αQ(Y, t) dt, (4.19)

oùY est une variable qui évolue conformément à un processus d’Itô. À l’équilibre, la richesse est

totalement investie dans ce processus sans risque, et le taux d’intérêt sur l’investissement financier

à court terme, « concurrent » de l’investissement productif, doit être égal au taux de rendementαQ.

Comme, par ailleurs, la consommation optimaleC∗ est nulle pourt < t′, la dynamique d’équilibre

de la richesse est

dW = rW dt. (4.20)

L’état courant de cette économie est parfaitement décrit par la richesseW et le taux de rendement

αQ, soit, de manière équivalente, par(W, r). Le tauxr = αQ étant indépendant de la richesse, sa

dynamique peut être représentée par la différentielle stochastique

dr(t) = µ(r, t) dt + σ(r, t) dz(t). (4.21)
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La fonction d’utilité dérivée de la richesse dépend de l’information disponible. On écrira iciJ ≡
J(W, r, t). Utilisant ces spécifications, on adapte facilement (4.10). L’équation enJ de l’individu

à utilité terminale est donc

0 = Jt + rWJW + Jrµ +
1
2
σ2Jrr. (4.22)

Sous la condition terminaleJ(W, r, t′) = W γ/γ, la solution est de la formeJ(W, r, t) = f(r, t)W γ/γ.

Introduisant les dérivées partielles deJ dans (4.22), l’équation différentielle à résoudre est finale-

ment

0 = Jt + γrf + frµ +
1
2
σ2frr, (4.23)

sousf(r, t′) = 1. La solutionf est donnée par

f(r, t) = E
r,t

[
exp

{
γ

∫ t′

t
r(τ) dτ

}]
. (4.24)

Ce résultat nous permet d’examiner le signe des primes de terme. En effet, en l’absence de risque

de marché, cette prime est ici uniquement liée au risque de taux d’intérêt. CommeJWr/JW =

fr/f , on a

Φ(r, t, s) = −Pr

P
× fr

f
× σ2. (4.25)

Par (4.24), on voit quef > 0 et quefr est de même signe queγ. CommeP > 0 et Pr < 0, on

conclut que le signe de la prime de terme instantanée sur n’importe quel bon est égale au signe du

paramètre d’aversionγ.

Lorsqueγ = 0, la fonction d’utilité est logarithmique. Comme nous l’avons montré précédem-

ment, ce type de fonction caractérise un individu neutre vis-à-vis du risque intertemporel. Dans la

situation présente, il n’y a pas de risque de marché, et l’agent juge donc équivalentes la stratégie

d’investissement court renouvelé et la stratégie d’achat en bons de maturitét′−t, dans la mesure où

leurs rendements espérés sont égaux. Ceci contredit la théorie de l’habitat, car le logarithme est une

fonction concave, et l’individu est donc bien adverse au risque. Pour les individus dont l’aversion

relative1 − γ reste positive, mais inférieure à l’unité, les conclusions sont même inverses par
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rapport à celles de la théorie de Modigliani et Sutch : commeγ > 0, les primesΦ sont positives,

ce qui indique que l’individu préfère, à rendement espéré équivalent, le risque d’un investissement

renouvelé à la certitude d’un bon de maturité égale à la date de consommation. Cet individu est

attiré par le risque intertemporel. Seul le casγ < 0, caractéristique d’un individu fortement adverse

au risque, implique un comportement conforme à celui prédit par la théorie traditionnelle.

Clairement, ces résultats corroborent ceux obtenus précédemment, et montrent que le risque in-

tertemporel est différent du risque instantané :

• Le risque instantané, ou risque de marché, est de nature additive : dans un portefeuille, les

covariances instantanées, qui définissent le risque, s’ajoutent. La neutralité vis-à-vis de ce

risque est exprimée par la fonction d’utilité linéaire (γ = 1), et l’aversion par une fonction

« plus concave » que la fonction linéaire, c’est-à-dire tout simplement concave (γ < 1).

• Le risque intertemporel est de nature multiplicative : le risque d’un portefeuille se com-

pose géométriquement lorsqu’il est détenu pendant plusieurs périodes. La neutralité vis-à-

vis de ce risque multiplicatif est exprimée par la fonction d’utilité logarithmique (γ = 0), et

l’aversion par une fonction plus concave que le logarithme (γ < 0).

De ceci, on déduit qu’il n’est pas possible d’être à la fois neutre vis-à-vis du risque de marché, et

neutre vis-à-vis du risque technologique.41

L’exemple étudié ci-dessus montre clairement que la volonté de consommer à un instant précis du

futur ne suffit pas à justifier qu’un individu soit prêt à accepter un rendement espéré plus faible

que le taux sans risque sur le bon livrant, de façon certaine, un flux de paiement à cet instant. Pour

obtenir un comportement conforme à celui évoqué par la théorie de l’habitat, il faut ajouter que

cet individu manifeste une forte aversion pour le risque, suffisante pour le conduire à se protéger

contre le risque de taux d’intérêt.42

4.4 Conclusion

Dans cette section, le modèle d’équilibre général a été invoqué afin de réexaminer les théories

traditionnelles de la structure des taux.

41Ceci explique les conclusions négatives obtenues lors de l’examen de la théorie des anticipations.

42Ceci avait été initialement suggéré par Merton [1973b].
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En premier lieu, la théorie pure des anticipations, déjà réduite à une version « locale » au terme

d’un premier réexamen, conduit dans le chapitre précédent, a été sérieusement mise à mal. D’une

part, il est apparu que, contrairement à une opinion largement répandue jusque dans les années

soixante-dix, la proposition centrale de la théorie pure des anticipations ne pouvait être considérée

comme une conséquence naturelle de la neutralité vis-à-vis du risque. Dans un cadre d’équilibre

général intertemporel, un individu neutre vis-à-vis du risque de marché n’est pas neutre vis-à-vis

du risque technologique. Cet individu va donc considérer la protection que les bons peuvent lui

apporter contre l’éventualité d’une variation des opportunités d’investissement, et, de ce fait, les

primes de terme ne seront, en général, pas nulles. D’autre part, il est apparu que des conditions,

portant sur les préférences ou la dynamique de certaines variables de l’économie, pouvaient jus-

tifier l’hypothèse locale. Toutefois, ces conditions sont loin d’être triviales. En fin de compte, la

théorie des anticipations peut être déclarée invalide en général. Ceci n’est pas étonnant, dans la

mesure où les travaux de Cox, Ingersoll et Ross ont montré que la structure des taux relevait de

considérations réellement économiques. La théorie des anticipations, tentant de couper ce lien

économique en utilisant (abusivement) le principe d’arbitrage, s’est, en quelque sorte, engagée

dans une impasse.

En second lieu, les théories traditionnelles avec prime ont été analysées. Ayant admis que le mod-

èle de Cox, Ingersoll et Ross ne pouvait accueillir directement ces théories fondées sur la diversité

des comportements, nous avons simplement réexaminé, dans un contexte intertemporel, le com-

portement d’habitat évoqué par la théorie de Modigliani et Sutch. De ce point de vue, il a été

montré qu’un habitat de consommation devait être associé à une forte aversion pour le risque,

pour pouvoir justifier qu’un individu accepte une rémunération espérée plus faible sur le bon cor-

respondant à la date de consommation.
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Section 5 Conclusion du chapitre 3

Nous avons présenté dans ce chapitre une approche de la structure des taux, fondée sur l’équilibre

économique.

Dans un premier temps, le modèle d’équilibre général de Cox, Ingersoll et Ross [1985a] a été

examiné. Dans ce modèle, les seules données exogènes sont les dotations initiales, les préférences

individuelles et les technologies de production. Toutes les autres variables sont déterminées par

l’équilibre entre offre et demande sur les divers marchés : la richesse, l’investissement, la con-

sommation, et la valeur de tous les actifs financiers. Concernant la structure des taux, plusieurs

résultats importants ont été obtenus. En premier lieu, une équation fondamentale d’évaluation des

actifs financiers a été exhibée, puis spécialisée au cas des bons sans coupon. Uneéquation fon-

damentale de structure par termea été ainsi obtenue. Ceci a permis de montrer que l’approche

par l’équilibre général conduisait à des résultats formellement comparables à ceux obtenus au

terme de l’approche par arbitrage. Toutefois, dans le modèle d’équilibre général, la dynamique

du taux court, ainsi que les primes de facteur, s’expriment en fonction des variables fondamen-

tales de l’économie, ce qui garantit la consistance du modèle. En second lieu, une interprétation

économique des taux d’intérêt a été proposée sur la base d’une relation indiquant que le prix

d’équilibre d’un bon sans coupon était égal à l’espérance du taux marginal de substitution entre

richesse présente et richesse à échéance du bon. Un bon représente un moyen mis à la disposi-

tion des individus, afin de substituer de la consommation à divers instants, et la structure des taux

courante reflète une situation telle que les individus ne ressentent plus le besoin d’opérer de telles

substitutions.

Après avoir examiné ce modèle général, nous avons, dans un deuxième temps, opéré certaines

particularisations, permettant de résoudre formellement l’équation fondamentale de structure par

terme, et ainsi d’obtenir une solution explicite de structure des taux. Suivant Cox, Ingersoll et Ross

[1985b], nous avons étudié un modèle d’équilibre général, dans lequel l’unique facteur pertinent

pour déterminer la structure des taux s’avérait être le taux instantané. Ainsi, l’approche générale

a montré qu’elle pouvait engendrer des modèles de structure des taux formellement similaires

aux modèles explicites issus du modèle d’arbitrage àK facteurs, mais économiquement fondés.

Toutefois, les hypothèses nécessaires à l’obtention d’une solution fermée, et en particulier les hy-

pothèses concernant les préférences, ont été jugées responsables d’un appauvrissement significatif

du modèle d’origine.
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Enfin, le modèle d’équilibre général a été utilisé afin de réexaminer les théories traditionnelles de

la structure des taux. En premier lieu, il a été montré que la théorie pure des anticipations était, dans

le cas général, invalide. Ce résultat de Cox, Ingersoll et Ross [1981] est fondamental : il affirme

l’inconsistance d’une théorie de la structure des taux qui a dominé la recherche pendant plusieurs

décennies. Plus généralement, il souligne qu’il est illusoire de vouloir couper la structure des

taux de ses fondements économiques réels. En second lieu, il a été montré qu’une réinterprétation

du concept d’habitat, sous-jacent aux théories avec prime, était nécessaire. Toutefois, le modèle

d’équilibre général ne s’est pas avéré susceptible de réexaminer véritablement ces approches.

En conclusion, nous pouvons attribuer à la théorie de l’équilibre général de la structure des taux

le mérite de mettre en valeur, de façon claire et précise, le rôle joué par les actifs obligataires

dans la gestion individuelle des risques. À partir du moment où on accepte l’idée selon laquelle

une obligation puisse être utilisée à cette fin, et à moins de se porter explicitement en faux contre

au moins une de ses hypothèses, le modèle de Cox, Ingersoll et Ross est le modèle pertinent en

matière de structure des taux.
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Section 1 Introduction

Les chapitres précédents ont témoigné des profonds bouleversements intervenus dans le champ

théorique de la structure par terme des taux d’intérêt.

Jusqu’à la fin des années soixante-dix, deux approches « traditionnelles » cohabitent. D’un côté,

la théorie des anticipations, dominante, affirme que les prévisions des investisseurs constituent le

facteur déterminant essentiel, voire unique, de la hiérarchie des taux. De l’autre, diverses théories

nuancent ou réfutent cette proposition, en soutenant que l’aversion pour le risque, manifestée par

la plupart des agents, crée des préférences pour certaines maturités. La théorie de la segmentation

affirme que ces préférences sont si fortes que les anticipations des agents ne jouent plus aucun

rôle ; les théories des primes de terme, comme la théorie de la prime de liquidité ou la théorie de

l’habitat préféré, moins extrêmes, soutiennent que l’aversion pour le risque est un facteur expli-

catif supplémentaire. Ces théories des primes sont toutes fondées sur l’idée que chaque agent est

concerné par un horizon temporel spécifique.

Au cours des années quatre-vingts, trois contributions majeures de Cox, Ingersoll et Ross viennent

perturber significativement ce paysage. En premier lieu, ces auteurs créent un modèle très général

d’évaluation par arbitrage des bons sans coupon, pour montrer que cette approche est, en réalité,

insuffisante pour aborder, d’un point de vue théorique, le problème de la structure des taux. En

second lieu, Cox, Ingersoll et Ross proposent le premier modèle microéconomique d’équilibre

général des taux d’intérêt, et parviennent à exhiber des équations reliant ces taux aux comporte-

ments individuels et aux variables fondamentales de l’économie. En dernier lieu, ils développent,

à l’aide de ces deux modèles, une critique percutante de la théorie des anticipations, qui tend à

montrer que les prévisions des investisseurs ne peuvent constituer le seul facteur explicatif de la

structure par terme.

En somme, il apparaît que la structure des taux ne peut être traitée comme un problème purement

financier, et relève au contraire d’une analyse véritablement économique.

Cette conclusion fondamentale souligne, en particulier, qu’il est important d’étudier avec soin

l’attitude des agents vis-à-vis des actifs supports des taux d’intérêt, en fonction, d’une part, de

la nature de l’incertitude qui affecte l’économie, et, d’autre part, des caractéristiques propres du

comportement des agents.

233



Chapitre 4 : effet richesse et effet information

Dans cette optique, le problème théorique central posé par la structure des taux est celui de la

détermination des primes, exigées par les individus pour détenir les bons de diverse maturité.

Ceci conduit à s’interroger sur les raisons pour lesquelles un individu, adverse au risque, mani-

feste une préférence pour certaines maturités, et, au contraire, une répulsion pour d’autres. Cette

question simple revient ainsi, grâce à Cox, Ingersoll et Ross, au cœur du débat.

Doit-on pour autant en conclure que les travaux de ces auteurs valident l’approche des théories tra-

ditionnelles des primes de terme ? Sans doute pas, car ce serait, en effet, négliger un enseignement

essentiel de l’analyse microéconomique intertemporelle : les bons sont utilisés par les individus

pour gérer au mieux leur consommation présente et future. Ils permettent de répartirpar substitu-

tion le risque de consommation dans le temps. Or, les théories traditionnelles, comme la théorie de

la prime de liquidité ou de l’habitat préféré, supposent que chaque individu se focalise totalement

sur le risque de consommationà un instant précis du futur.De ce fait, ces théories sont inca-

pables de prendre en compte l’effet, sur la structure des taux, des substitutions intertemporelles de

consommation.

Pour conserver intact cet effet, il nous faut, au contraire, admettre qu’un individu envisage de con-

sommer pendant toute sa vie, et se sent, en conséquence, concerné par le risque de consommation

à chaque instant du futur.

Ainsi, plutôt que de travailler à partir de restrictions sur les préférences, Cox, Ingersoll et Ross

nous invitent à étudier le problème des primes en relation avec l’environnement économique, et,

en particulier, avec la structure de l’incertitude qui caractérise cet environnement. La question per-

tinente s’exprime alors de la façon suivante : comment l’environnement économique conditionne-

t-il les préférences d’un individu quant aux différents titres supports de la structure des taux ? Plus

précisément, on se demande s’il est possible d’exhiber des environnements particuliers, qui per-

mettraient de justifier qu’un individu, adverse au risque et souhaitant consommer à tous moments,

marque une préférence pour certaines maturités.

Ce problème, apparemment théorique, peut être interprété de façon très concrète. Imaginons, par

exemple, qu’on puisse, dans un environnement économique empiriquement plausible, démontrer

que cet individu est particulièrement attiré par les maturités courtes. Si cet agent représente bien

la population dans son ensemble, on peut être sûr que les obligations longues se verront affec-

tées d’une prime positive. Dans ce cas, nous disposerions d’un argument tendant à montrer que
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la structure des taux eststructurellement croissante. Potentiellement, cette approche permet donc

d’obtenir des propositions très concrètes, comparables à celles qui sont avancées par les théories

traditionnelles des primes, mais intégrant les effets des substitutions intertemporelles de consom-

mation.

Le modèle de Cox, Ingersoll et Ross, qui inspire une telle démarche, est-il pour autant un instru-

ment d’analyse idéal en la matière ? On pourrait le penser, dans la mesure où ce modèle s’est mon-

tré très général, et en même temps capable de générer une grande variété de modèles explicites.

Pourtant, deux remarques nous incitent à modérer ceta priori positif.

La première remarque, d’ordre méthodologique, a trait aux difficultés intrinsèques d’une analyse

des primes dans le cadre formel du modèle d’équilibre général.

Ce modèle est en effet construit dans l’objectif de faciliter l’obtention d’une solution explicite

de structure des taux. Le calcul stochastique est bien adapté à cet objectif. Il permet notamment

d’associer l’obtention d’une solution fermée à la résolution d’équations différentielles partielles

et ordinaires. Ainsi, pour créer un modèle explicite de structure des taux, il suffit de particulariser

le modèle de Cox, Ingersoll et Ross, de telle façon à ce qu’il devienne possible de résoudre ces

équations, à l’aide de techniques mathématiques standards.

Hélas, ces techniques étant ce qu’elles sont, les particularisations requises sont importantes. Les

modèles explicites, présentés dans le troisième chapitre, montrent bien que les difficultés formelles

conduisent à émettre des hypothèses restrictivesà la fois sur les processus stochastiques qui

gouvernent l’évolution des variables d’état, et sur la forme de la fonction d’utilité de l’individu

représentatif. Ainsi, par exemple, Cox, Ingersoll et Ross parviennent à une solution, dans le cadre

d’un modèle à un facteur, en admettant que l’unique variable d’état suit un processus « racine

carrée »,et que la fonction d’utilité est logarithmique. De ce fait, les primes obtenues résultent à

la fois des restrictions imposées à la structure de l’incertitude (le processus « racine carrée »), et

de la forme précise imposée aux préférences individuelles (l’utilité logarithmique, synonyme de

myopie).

Dans ces conditions, il devient difficile de tirer des conclusions un tant soit peu générales en

matière de primes. Parce qu’il permet d’obtenir aisément des solutions fermées, l’outil formel

utilisé par Cox, Ingersoll et Ross se prête bien aux applications empiriques, mais s’avère mal

commode lorsqu’il s’agit d’étudier la détermination des primes. Or, nous n’avons pas réellement
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besoin de ces solutions fermées. Il nous suffit de construire un cadre de travail dans lequel nous

pouvons définir un certain nombre de primes, et discuter de leur signe.

La deuxième remarque concerne les processus productifs. Dans le modèle de Cox, Ingersoll et

Ross, les aléas sont spécifiés de manière extrêmement générale : ils concernent à la fois la produc-

tion et la technologie à venir. Par contre, la fonction de production est supposée linéaire, c’est-à-

dire à rendements marginaux constants. Ainsi, le modèle d’équilibre général ne peut pas prendre

en compte les effets de rendements d’échelle sur les décisions d’investissement, et donc sur la

structure des taux.

De nouveau, cette restriction est imputable au choix de l’outil de modélisation. Tout simplement,

parce que le calcul stochastique ne permet pas d’obtenir des résultats significatifs pour une spéci-

fication non-linéaire des fonctions de production.

Ces deux remarques nous incitent à penser que le calcul stochastique n’est pas bien adapté à une

démarche visant à analyser les préférences des individus quant aux divers bons sans coupon, en

fonction de l’incertitude qui affecte l’économie. Nous quittons donc le cadre formel du modèle de

Cox, Ingersoll et Ross, pour lui préférer un modèle en temps discret, extrêmement simple, mais

plus conforme à nos besoins.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. Suite à cette introduction, nous présentons dans une

deuxième section notre cadre d’analyse. Un modèle très simple d’équilibre économique général

est présenté, ainsi que deux mesures complémentaires du risque de consommation : la prime de

liquidité et la prime de solidité. Ces primes sont ensuite utilisées pour définir certaines situations

typiques, pouvant émerger dans l’économie. Chacune de ces situations, appelée « scénario », cor-

respond à une configuration particulière des préférences des individus vis-à-vis des bons de diverse

maturité. La troisième section est consacrée à l’économie d’échange. Le problème consiste à déter-

miner des conditions qui permettent de justifier l’émergence d’un scénario particulier. Deux effets

sont identifiés : l’effet richesse et l’effet information. Nous montrons, dans un certain nombre de

cas, qu’un scénario peut être directement associé à une configuration des aléas de dotations. La

quatrième section traite des effets spécifiques de la production intertemporelle sur la prime de liq-

uidité et la prime de solidité. L’effet richesse et l’effet information sont analysés dans trois types

d’économie : l’économie de dotations aléatoires à technologie unique, l’économie de dotations

aléatoires à technologie complète, et enfin l’économie de production. Une dernière section conclut

ce chapitre.
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Un certain nombre de résultats existent dans la littérature. En particulier,

• Woodward [1983] détermine le signe de la prime de liquidité et de solidité, dans la cadre

d’une économie d’échange pure, et donne quelques indications sur les effets de l’introduction

d’une (unique) technologie de production ;

• Benninga et Protopapadakis [1986] déterminent le signe de la prime de solidité dans le cadre

d’une économie de production. Ils n’étudient ni la prime de liquidité, ni l’effet information.

Notre apport consistera essentiellement à

• exprimer ces résultats dans un cadre unifié,

• établir des liens entre les primes et les théories traditionnelles de la structure des taux,

• démontrer (et discuter) les intuitions de Woodward concernant l’introduction d’une tech-

nologie unique,

• analyser l’effet richesse et l’effet information, dans le cadre d’une économie d’échange plus

complexe, dans laquelle la production permet de gérer efficacement les risques,

• étendre l’analyse de Benninga et Protopapadakis à la prime de liquidité, et examiner isole-

ment l’effet richesse en économie de production.
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Section 2 Prime de liquidité, prime de solidité et risque de consomma-
tion : définition du cadre d’analyse

2.1 Introduction

Ayant admis que le temps discret pouvait être préféré au temps continu pour développer une anal-

yse de la structure des taux fondée sur les substitutions de consommation entre divers points du

temps, nous présentons dans cette section un outil formel adapté à cet objectif.

S’agissant d’un modèle d’équilibre général, sa structure est naturellement conforme à la théorie de

Arrow et Debreu.1 Il sera alors possible de travailler dans un cadre (presque) isomorphe à celui de

Cox, Ingersoll et Ross, mais plus simple et plus conforme à l’objectif retenu. Ce cadre de travail

sera utilisé dans les sections suivantes, pour étudier les liens entre la structure de l’incertitude qui

affecte une économie, et les risques supportés par les détenteurs d’actifs obligataires.

L’exposé se déroule en trois temps.

Dans un premier temps, un modèle simple d’équilibre économique général est présenté. Il ne

comporte qu’une seule période. Ceci permet de mettre l’accent, d’une part, sur la structure de

l’incertitude, et, d’autre part, sur la structure de marchés nécessaire pour gérer « au mieux » cette

incertitude. Cette structure, appelée « système complet de marchés contingents », conditionne

l’expression du taux d’intérêt d’équilibre.

Dans un deuxième temps, l’extension du modèle dans une économie à deux périodes est réalisée.

Dans ce contexte, un taux « court » et un taux « long » — constituant, à eux seuls, une structure

des taux simplifiée à l’extrême — sont définis. Sous l’hypothèse du système complet, l’équilibre

économique crée alors des contraintes, liant la structure des taux à l’évolution aléatoire de la

consommation de période en période.

Pour des raisons de simplicité, les deux modèles ci-dessus sont développés dans le cadre d’une

économie d’échange pure. Bien que cela puisse paraître, à première vue, fort restrictif, les sec-

tions suivantes montreront que l’introduction de la production (ou du stockage) ne perturbe pas

l’expression des taux d’intérêt d’équilibre.

1Voir Ami [1991].
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Enfin, dans un troisième temps, le problème de l’évaluation comparée du risque induit par la

détention de bons courts et de bons longs est abordé. À cette occasion, deux indicateurs adaptés

à cette évaluation seront définis : la prime de liquidité et la prime de solidité. Sur ces bases, sont

décrits un certain nombre de configurations particulièrement intéressantes, appelés « scénarios ».

Ces scénarios serviront par la suite de point de référence.

Ces notions de prime de liquidité et de prime de solidité sont associées aux travaux de Bailey

[1964], McCulloch [1975] et Woodward [1983]. Dans cette section, notre apport consistera essen-

tiellement

1. à analyser de façon détaillée la structure de l’économie qui permet d’obtenir les équations

d’équilibre de taux court et de taux long. En particulier, la contrainte budgétaire intertem-

porelle des investisseurs sera explicitée avec soin ;

2. à interpréter chacun des scénarios sélectionnés par Woodward à la lumière des théories tra-

ditionnelles de la structure des taux. Ceci permettra, par la suite, de discuter des conditions

de validité de ces théories.

2.2 La théorie des marchés contingents et le taux d’intérêt d’équilibre

Nous présentons, dans cette sous-section, un modèle extrêmement simple de taux d’intérêt d’équilibre,

dans le cadre de la théorie des marchés contingents.

On expose successivement la structure de l’incertitude qui affecte l’économie, puis le comporte-

ment des consommateurs-investisseurs face à cette incertitude. Les titres financiers élémentaires,

mediade l’allocation optimale des risques, sont ensuite définis. Nous supposerons alors que la

structure des marchés est telle que tous les risques soient parfaitement et individuellement assur-

ables. L’expression du taux d’intérêt d’équilibre est enfin examinée.

2.2.1 Structure de l’incertitude et comportements individuels

Le calendrier de l’économie considérée ici ne comporte que deux dates : la date 0 et la date 1. La

date 0 représente le présent, et constitue le point de référence. À cette date, l’état de l’économie

est supposé parfaitement connu des individus. Par contraste, la date 1 représente l’avenir, fonda-

mentalement incertain.
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Bien que cette incertitude soit fondamentale, elle n’en est pas moins structurée. Dans le cadre du

modèle de Arrow et Debreu, cette structure est celle d’un univers probabilisable. On admet en

particulier qu’un individu est capable

1. de définir un certain nombre d’états, appelés « états de la nature », décrivant, de façon ex-

haustive, les diverses situations dans lesquelles l’économie peut, selon lui, se trouver à la

date 1 ;

2. d’affecter à chacun de ces états une « probabilité subjective d’occurrence », en fonction de

ses croyances personnelles.

Le modèle n’ayant pas pour objet de traiter de l’hétérogénéité des structures d’information indi-

viduelles, les agents sont supposés absolument d’accord sur l’ensemble des états de la nature, et,

en outre, parfaitement capables d’identifier l’état dans lequel se trouve l’économie à la date 1. À

cette date, l’incertitude est donctotalement résolue: un état étant une description complète de la

situation économique, sa réalisation offre à chaque agent une connaissance parfaite des variables

pertinentes à ses yeux.

De même, afin de neutraliser les difficultés inhérentes au problème de l’agrégation des comporte-

ments, les croyances subjectives, ainsi que les autres caractéristiques individuelles, sont supposées

homogènes. La fiction de l’individu représentatif peut donc être utilisée.2

Dans ce modèle,M désigne le nombre d’états de la nature possibles à la date 1 (M ≥ 1), etπ1m

la probabilité subjective accordée à la date 0, par l’individu représentatif, à la réalisation de l’état

m à la date 1. Par définition, ces probabilités sont liées par

0 < π1m ≤ 1, ∀m = 1, · · · ,M∑
m π1m = 1.

(2.1)

Dans ce contexte, l’individu va chercher à déterminer, à la date 0, une politique de consommation

qui lui procure une satisfaction maximale, compte tenu de ses contraintes budgétaires.

Il n’existe qu’un seul bien dans cette économie. Ce bien, parfaitement divisible, est utilisé comme

numéraire. La satisfaction de l’individu, à la date 0, est obtenue par la consommation de ce bien à

2Comme il a été signalé dans le troisième chapitre, l’hypothèse d’homogénéité conduit à écarter un rôle impor-
tant, habituellement attribué au marché : la mise en cohérence des décisions individuellesex ante, renduesa priori
incompatibles par la diversité des richesses, goûts et croyances.
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la date 0, notéec0, ainsi qu’à la date 1,conditionnellement à la réalisation de l’état de la nature.

En effet, sachant que le futur est incertain, l’individu va déterminer un niveau de consommation

approprié dans chaque éventualité.

Soit c0
1m la consommation de l’agent à la date 1 si l’étatm se réalise. Soit̃c1 la consommation à

la date 1, c’est-à-dire la variable aléatoire dont la réalisation estc0
1m avec une probabilitéπ1m. Un

« plan de consommation » peut être défini comme unn-uple(c0, c0
11, · · · , c0

1M ) deIR1+M , ou, de

façon plus concise, comme un couple(c0, c̃1).

De manière usuelle, l’individu maximise l’espérance d’une fonction d’utilité, notéeV (.), confor-

mément à la théorie de Von Neumann-Morgenstern. La fonctionV (.) est supposée additivement

séparable dans le temps et indépendante des états. Spécifiquement, elle est définie comme

V (c0, c̃1) = U(c0) + ηU(c̃1), (2.2)

oùη > 0 est un facteur d’actualisation égal à1/(1 + ρ), etρ est le taux de préférence pure pour le

présent (c’est-à-dire le « taux d’impatience »).

L’expression E
(
V (c0, c̃1)

)
désigne l’espérance à la date 0 de l’utilité de l’individu, calculée à

l’aide de ses croyances personnelles. Les hypothèses ci-dessus permettent d’écrire E
(
U(c0)

)
=

U(c0) = u(c0) et E
(
U(c̃1)

)
=

∑
m π1mu(c0

1m), où u(.) représente la fonction d’utilité de

Von Neumann-Morgenstern de l’individu.

La fonctionu(.) satisfait aux trois conditions suivantes :

u′(c) > 0 ∀c
u′′(c) < 0 ∀c
u′(c) −→ +∞ quandc −→ 0,

(2.3)

oùu′(.) etu′′(.) désignent respectivement la dérivée première et seconde deu(.).

La première condition ci-dessus indique que l’utilité croît strictement avec la consommation. Elle

exprime le caractère insatiable de l’agent. La seconde condition indique que l’utilité marginale

décroît strictement avec la consommation. La fonctionu(.) étant strictement concave, l’individu

manifeste de l’aversion pour le risque. La troisième condition indique que l’utilité marginale est

infiniment forte lorsque la consommation est infiniment faible. Il s’agit d’une condition technique,

destinée à exclure toute situation dans laquelle la consommation serait nulle (les « solutions de
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coin »). Intuitivement, cette dernière condition décourage l’agent d’envisager une consommation

« trop petite » (nulle, à la limite), parce que, dans ce cas, il recevrait une sollicitation infiniment

forte à consommer plus.

L’individu choisit un plan de consommation optimal(c0, c̃1) en maximisant

E
(
V (c0, c̃1)

)
= u(c0) + η

∑
m

π1mu(c0
1m) (2.4)

sous une contrainte de budget.

Cette contrainte dépend de ses ressources initiales. Dans le cadre de ce modèle à deux dates,

l’individu est doté, à la date 0,

1. d’une quantitéc0 de bien de consommation, livrée à la date 0 ;

2. d’une quantitéc0
1m de bien, livrée à la date 1 si l’étatm se réalise,définie pour chaque état

m possible. L’individu reçoit ainsi à la date 0, non pas une quantité physique de bien, mais

un droit sur la richesse future, contingent à la réalisation de l’état de la nature.

Sa dotation initiale peut être représentée par unn-uple (c0, c0
11, · · · , c0

1M ) de IR1+M , et le com-

portement individuel s’analyse alors comme la volonté de transformer cette dotation en un plan de

consommation(c0, c0
11, · · · , c0

1M ).

Pour ce faire, il doit disposer d’une structure de marché adéquate.

2.2.2 Le système complet de marchés contingents

La dotation initiale d’un individu est constituée en partie de droits sur la richesse future. Ces droits

sont matérialisés par des titres financiers, appelés « droits contingents purs ».

Un droit pur, contingent à l’étatm, est défini comme un titre permettant à son détenteur de se faire

livrer une unité de bien de consommation à la date 1,à la condition que l’étatm se réalise. Si ce

n’est pas le cas, le titre devient sans objet.

S’il existe un marché pour ce droit élémentaire, l’individu peut imaginer d’y offrir sa dotation,

ou, au contraire, de demander plus de droits qu’il n’en possède. Un tel marché, appelé « marché
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contingent », permet de définirP 0
1m, le prix à la date 0 d’un droit pur, contingent à l’étatm. Ce

prix, exprimé en quantité de biens de consommation à la date 0, est supposé déterminé par un

mécanisme parfaitement concurrentiel.

Ce marché permet aux individus de transférer de la consommation, dans un sens ou dans un autre,

entre aujourd’hui et l’éventuel étatm de l’économie à la date 1. Si deux marchés contingents

étaient ouverts, il deviendrait également possible de réallouer sa consommation entre deux états de

la nature. Ainsi, plus il existe de marchés contingents, plus les individus ont la possibilité d’allouer

librement (mais, bien évidemment, sous contrainte de budget) leur consommation présente et fu-

ture.

À la limite, le système de marchés comporte autant de marchés que de droits contingents purs

différents, soit exactement un marché par état de la nature. Dans un tel système, appelé « système

complet de marchés contingents »,tous les risques sont assurables individuellement, et les agents

peuvent allouer, sans contrainte technique (c’est-à-dire sans contrainte créée par l’insuffisance du

nombre de marchés), le risque de consommation.

La présente étude n’ayant pas pour objectif de traiter des conséquences de l’existence de risques

non-assurables, le système de marchés est supposé complet.

Dans le contexte de ce modèle, le problème de l’allocation intertemporelle de consommation ap-

paraît comme un problème de détermination conjointe des plans optimaux des agents et des prix

d’équilibre des droits contingents purs. Mais, bien entendu, ces droits « purs » ne sont que des

dispositifs conceptuels, et n’existent pas, en tant que tels, dans la réalité. Dès lors, que peut dire la

théorie de Arrow et Debreu sur le prix des actifs négociables réels, beaucoup plus complexes, et,

en particulier, des bons sans coupon ?

Pour répondre à cette question, une correspondance doit être établie entre un équilibre défini en

terme de prix de droits purs et un équilibre défini en terme de prix de titres financiers complexes.

Une procédure très simple permet de « remonter » du prix des droits purs fictifs aux prix des titres

financiers. Dans le cadre d’une économie à deux dates etM états, un titre complexe peut être

défini par un vecteur décrivant les flux de numéraire à percevoir dans chacun des états possibles

du futur. Pour un titre numérotéi, ce vecteur est noté

ϕ1,i =
[
ϕi

11, · · · , ϕi
1M

]
(2.5)
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oùϕi
1m est le flux à percevoir dans l’étatm à la date 1. Ce titre complexe est strictement équivalent,

en terme de flux, à un portefeuille de droits purs, tel que la quantité de droits contingents à l’état

m soit donnée parϕi
1m. Dès lors, siP 0,i désigne le prix à la date 0 de ce titre, il peut être calculé

par la formule

P 0,i =
∑
m

ϕi
1m × P 0

1m. (2.6)

Utilisant ce procédé, il est facile de déterminer le prix à la date 0 d’un bon sans coupon, sans risque

de défaut et de valeur faciale unitaire. Ses caractéristiques sont fort simples : il paye une unité de

bien de consommation à la date 1quel que soit l’état dans lequel se trouve alors l’économie. Son

vecteur de flux est donc un vecteur de 1, et son prixP 0
1 est donné par

P 0
1 ≡

∑
m

P 0
1m. (2.7)

Le taux d’intérêt à la date 0, notér0, est défini simplement par

1
1 + r0

≡ P 0
1 . (2.8)

Mais s’il est ainsi possible de retrouver le prix d’équilibre d’un titre complexe à partir des prix des

droits purs, il n’en reste pas moins que les transactions effectives concernent les actifs négociables.

La correspondance évoquée ci-dessus exige de répondre à la question complémentaire suivante :

étant donné un ensemble de titres complexes, cotés sur des marchés financiers, est-il possible de

retrouver les prix desM droits fictifs sous-jacents ?

La réponse est positive lorsqu’il existeM titres négociables, de prixP 0,1, · · · , P 0,M , tels que les

M vecteursP 0,i soient deux à deux linéairement indépendants (ils constituent alors une base). En

effet, si c’est le cas, le système composé desM équations (2.6) peut être résolu par inversion, ce

qui permet de déterminer sans ambiguïté les prixP 0
11, · · · , P 0

1M desM titres fictifs.

Dans ces conditions, il est équivalent de travailler sur les prix des titres fictifs complexes et sur les

prix des droits contingents purs.3 Pour cette raison, dans le cadre d’une économie àM états, tout

système deM marchés de titres linéairement indépendants sera qualifié de système complet de

marchés.

3On notera toutefois que l’équilibre émergeant au sein d’un système complet de marchés contingents est tel qu’aucun
investisseur ne prenne de position courte. Ce n’est généralement pas le cas dans un système complet de titre complexes.
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En définitive, dans un système complet, il existe un isomorphisme entre les droits contingents purs

et les titres négociables. Cet isomorphisme est fort appréciable, du fait qu’il permet de raisonner à

partir des droits purs, ce qui simplifie considérablement le traitement mathématique du modèle.

2.2.3 Équilibre et taux d’intérêt

Le système de marchés ayant été défini, il est maintenant possible de construire la contrainte

budgétaire de l’individu représentatif.

À la date 0, cet individu possède en dotationc0 unités de bien au comptant, plus, pour chaque état

m, un droit dec0
1m unités de biens à la date 1 si l’étatm se produit. Le prix unitaire du bien à la

date 0 est, par définition, l’unité. Les prix des droits contingents sont donnés parP 0
11, · · · , P 0

1M .

La valeur de marché de ses ressources est doncc0 +P 0
11c

0
11 + · · ·+P 0

1Mc0
1M . Avec ces ressources,

il peut soit consommer une quantitéc0 de biens, soit acquérir des droits contingents.

Si e0
1m désigne la quantité de droits contingents à l’étatm, demandée par l’individu, la contrainte

de budget de la date 0 s’écrit4

c0 +
∑
m

P 0
1me0

1m = c0 +
∑
m

P 0
1mc0

1m. (2.9)

De plus, parce qu’il est rationnel, l’individu ne considérera pas les plans de consommation qui

violent sa contrainte budgétaire dans l’avenir. À la date 0, il sait que la fin du monde interviendra

juste après la date 1, et prévoit donc de consommer toute sa richesse future. Si l’économie se

trouve dans l’étatm, il touchera de façon certaine une quantitée0
1m de bien qu’il s’empressera de

consommer. Sa contrainte à la date 1 est donc

c0
1m = e0

1m ∀m = 1, · · · ,M. (2.10)

La contrainte de budget intertemporelle, obtenue par combinaison des deux équations ci-dessus,

s’exprime par

c0 = c0 +
∑
m

P 0
1m

(
c0
1m − c0

1m

)
. (2.11)

4Sur des marchés parfaitement concurrentiels, l’agent insatiable sature sa contrainte de budget.
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Le programme de l’individu s’écrit alors

max
{c0,c01m}

E
(
V (c0, c̃1)

)

sous (2.11), et où l’espérance est donnée par (2.4).

Afin d’alléger la présentation mathématique du modèle, la fonction à maximiser, ainsi que l’ensemble

des plans de consommation qui satisfont la contrainte (2.11), sont supposés posséder les pro-

priétés qui permettent d’obtenir une unique solution intérieure, c’est-à-dire une solution telle que

l’individu consomme, à la date 0, une quantité strictement positive du bien, et détienne une quan-

tité strictement positive de droits contingents.

Les conditions du premier ordre du problème d’optimisation sont

P 0
1m = ηπ1m

u′(c0
1m)

u′(c0)
∀m = 1, · · · ,M. (2.12)

L’équilibre d’un individu est atteint lorsque, pour chaque étatm, le prix du droit pur contingent

à l’étatm est égal au rapport de l’utilité marginale de sa consommation optimale dans cet état et

de l’utilité marginale de la consommation optimale présente, pondéré par la probabilité subjective

d’occurrence de cet état.

Clairement,P 0
1m est le prix qui rend équivalent, aux yeux de l’individu, la satisfaction obtenue

à la date 0par une unité supplémentaire de consommation immédiate, et par une unité supplé-

mentaire de consommation à la date 1, si l’étatm survient. L’équilibre est donc atteint lorsque,

pour toutm, le prix P 0
1m est égal au taux marginal de substitution entre consommation présente

et consommation future dans l’étatm. Dans ce cas, l’individu ne voit, en effet, aucun intérêt à

utiliser les divers marchés contingents pour échanger de la consommation présente contre de la

consommation future contingente à la réalisation d’un état de la nature.

D’après (2.7) et (2.12), le prix d’équilibre d’un bon sans coupon s’exprime alors comme

P 0
1 =

ηE
(
u′(c̃1)

)

u′(c0)
, (2.13)

ce qui est directement l’expression du taux marginal anticipé de substitution entre consommation

présente et consommation future.
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Dans le cadre de ce modèle, l’équilibre général est défini de façon on ne peut plus simple. L’hypothèse

d’homogénéité des agents permet en effet de considérer que l’économie ne comporte qu’un indi-

vidu. Dès lors, l’égalité entre offre et demande sur tous les marchés s’écrit

c0 = c0,
c0
1m = c0

1m ∀m = 1, · · · ,M.
(2.14)

Utilisant l’identité de Walras, on remarque qu’une de cesM + 1 équations est redondante au

sein du modèle. Par exemple, introduisant lesM dernières équations du système (2.14) dans la

contrainte de budget (2.11), on obtient immédiatement la première équation de (2.14). L’équilibre

général se détermine donc très simplement (par substitutions) à partir d’un système de2M + 1

équations indépendantes (lesM conditions du premier ordre (2.12), plus les conditions d’équilibre

desM +1 marchés) à2M +1 inconnues (les prix d’équilibre desM droits contingents purs, plus

les prix desM + 1 décisions du plan de consommation).

La fiction de l’individu représentatif permet donc de considérer que le prix d’équilibre du bon

sans coupon dépend,via l’équation (2.13), de la consommation courante « agrégée »,c0, et de la

distribution de la consommation future « agrégée »,c̃1. De plus, ces variables sont directement

déterminées par la dotationexogènede l’économie. De ce fait, il est licite de raisonner comme si

la consommation agrégée était elle-même une donnée exogène.

Bien évidemment, on peut s’interroger sur la signification d’un prix d’équilibre dans une économie

composée d’individus identiques, où, de toute façon, aucun échange ne peut avoir lieu. Dans le

cadre de ce modèle d’échange pur, l’interprétation correcte des prix (2.12) ou (2.13) est la suiv-

ante : ces prix sont tels que l’agent représentatif considère qu’il est optimal de consommer ses

dotations, et donc de ne pas recourir à l’échange.

2.3 La structure des taux dans un modèle à trois dates

Le modèle de marchés contingents, et en particulier l’équation (2.13), formalise de façon très

simple un lien entre consommation et taux d’intérêt. Toutefois, il est bien sûr impossible de définir

une structure par terme des taux d’intérêt dans un cadre monopériodique.

Pour construire une structure minimale, il est nécessaire de réinterpréter le modèle ci-dessus dans

un univers bipériodique. Cette réinterprétation est présentée ci-après.
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Dans un premier temps, la structure de l’incertitude et des croyances associées est exposée. Un

important phénomène de révision des anticipations est mis ainsi en évidence. Dans un deuxième

temps, le système de marchés contingents est précisé, puis les conditions du premier ordre du

problème de maximisation déterminées. Un taux « court » et un taux « long » d’équilibre sont

enfin définis.

2.3.1 Structure du modèle bipériodique

Le calendrier de l’économie comporte maintenant trois dates, numérotées 0, 1 et 2. La fin du

monde n’a lieu qu’après la date 2. Par rapport au modèle précédent, l’individu qui se trouve, à la

date 1, dans l’étatm, est dans une situation très différente : alors que, dans le cadre du modèle

à deux dates, il était certain de mourir immédiatement et consommait donc toute sa richesse, il

peut ici envisager de consommer à la période suivante. Toutefois, l’état du monde à la date 1 étant

incertain, l’individu se trouve, à cette date, devant un problème similaire à celui qui a été résolu

dans le cadre du modèle monopériodique.

L’incertitude est structurée ici de la façon suivante : l’économie est susceptible de se trouver dans

M états de la nature à la date 1, et dansN états à la date 2. La résolution de l’incertitude au cours

du temps se fait toujours selon le même principe : à chaque date, l’individu connaît parfaitement

l’état dans lequel se trouve l’économie, mais ne connaît pas l’état qui se réalisera dans le futur

proche ou lointain.

À la date 0, les croyances de l’individu portent sur l’état qui se réalisera à la date 1, mais également

sur l’état qui se réalisera à la date 2.

L’existence d’une date intermédiaire introduit ici un phénomène nouveau : d’une manière générale,

la réalisation d’un état particulier à la date 1 apporte à l’individu une information sur l’avenir,

qui le conduit naturellement à « affiner » les probabilités qu’il accorde à la réalisation des divers

états de la nature à la date 2. Il s’agit d’un processus derévision des croyances, qui se révélera

particulièrement important pour l’étude de la structure des taux. Ainsi, pour chaque état possible

m à la date 1, on doit définir un jeu complet de probabilités pour la date 2, correspondant aux

nouvelles croyances de l’individu s’il se trouve dans cet état.

Soitπ1m la probabilité subjective accordéeà la date 0par l’individu à la réalisation de l’étatm à

la date 1,π2n la probabilité subjective accordéeà la date 0par l’individu à la réalisation de l’état
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n à la date 2, etπm.n la probabilité subjective accordéeà la date 1par l’individu à la réalisation

de l’étatn à la date 2, lorsqu’il se trouve dans l’étatm. Une fois l’étatm connu, la révision des

croyances intervient sous la forme du remplacement des probabilitésπ2n, n = 1, · · · , N , par les

probabilitésπm.n, n = 1, · · · , N .

L’individu rationnel exprime des croyances cohérentes. De ce fait, les probabilités subjectivesπ2n

se déduisent des probabilitésπ1m et πm.n par simple calcul : la probabilité, formée à la date 0,

accordée à l’étatn à la date 2, est égale à la somme des probabilités accordées à tous les « chemins

» qui mènent effectivement à cet étatn. Formellement, la cohérence des croyances s’exprime de

la façon suivante :

π2n =
∑
m

π1m × πm.n ∀n = 1, · · · , N. (2.15)

Dans une économie à trois dates, un plan de consommation comporte beaucoup d’informations :

l’individu doit décider, à la date 0, de sa consommation courante, de sa consommation à la date 1

dans les divers états de la nature, ainsi que,pour chaque étatm possible, de sa consommation à la

date 2 dans chaque étatn possible. En effet, il n’y a aucune raison d’imposera priori à l’individu

de consommer les mêmes quantités à la date 2, quel que soit l’état dans lequel il s’est trouvé à la

date 1.

Comme précédemment,c0 désigne la consommation à la date 0, etc0
1m la consommation à la

date 1, décidée à la date 0, si l’étatm se réalise. Soit maintenantc0
mn la consommation à la date 2,

décidée à la date 0, si l’étatm se réalise à la date 1 et l’étatn à la date 2.

Un plan de consommation est donc représenté par un triplet(c0, c̃1, c̃2), qui comporte en réalité

1 + M + M × N décisions de consommation. Dans ce triplet,c̃1 désigne la consommation à la

date 1, et̃c2 la consommation à la date 2. La variable aléatoirec̃1 prend pour valeurc0
1m, avec une

probabilitéπ1m, pourm = 1, · · · ,M , et la variablẽc2 prend pour valeurc0
mn, avec une probabilité

π1m × πm.n, pourm = 1, · · · ,M , n = 1, · · · , N .

L’individu représentatif cherche à déterminer un plan de consommation qui maximise, à la date 0,

l’espérance de l’utilitéV (.) de sa consommation intertemporelle. La fonctionV (.) est de la forme

V (c0, c̃1) = U(c0) + ηU(c̃1) + η2U(c̃2). (2.16)
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Compte tenu des notations adoptées pour les croyances, et des hypothèses relatives au comporte-

ment rationnel de l’individu en incertitude, il vient E
(
U(c0)

)
= u(c0), E

(
U(c̃1)

)
=

∑
m π1mu(c0

1m),

et E
(
U(c̃2)

)
=

∑
m π1m

∑
n πm.nu(c0

mn). L’objectif à maximiser est donc

E
(
V (c0, c̃1, c̃2)

)
= u(c0) + η

∑
m

π1mu(c0
1m) + η2

∑
m

π1m

∑
n

πm.nu(c0
mn). (2.17)

Outre la quantitéc0 de bien au comptant, les droitsc0
1m à valoir sur les biens à la date 1, l’individu

reçoit également en dotationà la date 0des droitsc0
mn à valoir sur les biens à la date 2 si l’état

m puis l’étatn se réalisent. À la date 0, il va donc utiliser les marchés contingents ouverts pour

transformer sa dotation en un plan optimal de consommation(c0, c̃1, c̃2).

2.3.2 Le système complet de marchés et la solution optimale

Dans un système complet de marchés contingents, il doit être possible de s’assurer contre tous les

risques créés par l’incertitude qui pèse sur les événements futurs. Ainsi, dans le cadre d’un modèle

à trois dates, un individu doit pouvoir, dès la date 0, opérer sur des marchés de droits contingents

à la réalisation de n’importe quel état à la date 1 (soitM marchés), mais aussi sur des marchés

contingents à une séquence quelconque d’états sur les deux dates futures (soitM ×N marchés).

CesM×(N+1) marchés sont supposés ouverts à la date 0. Le bien au comptant à cette date sert de

numéraire. Le consommateur, qui dispose d’un « portefeuille » de dotations en bien au comptant

et de droits contingents, va chercher à le réorganiser au mieux en fonction des prix affichés sur ces

marchés.

Soit P 0
1m le prix de marché, à la date 0, d’un droit pur contingent à la réalisation de l’étatm à la

date 1, ete0
1m la quantité de ces droits demandée par l’individu à la date 0. SoitP 0

mn le prix de

marché, à la date 0, d’un droit pur contingent à la réalisation de l’étatm puis de l’étatn, ete0
mn la

quantité de ces droits demandée par l’individu.

La contrainte du budget à la date 0 est

c0 +
∑
m

P 0
1me0

1m +
∑
m

∑
n

P 0
mne0

mn = c0 +
∑
m

P 0
1mc0

1m +
∑
m

∑
n

P 0
mnc0

mn. (2.18)

Pour construire sa contrainte intertemporelle, l’individu se place à la date 1, par exemple dans
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l’état m. Il existe, à cette date, un système complet deN marchés contingents aux états de la

date 2. Les prix affichés sur ces marchés sont exprimés en quantité du bien à la date 1.

Les ressources de cet individu sont constituées d’une quantitée0
1m de biens, touchée sur les droits

contingents à la date 1 acquis à la date 0 (un seul de ces droits a donné lieu à paiement), et des

droits en quantitée0
mn, contingents aux étatsn à la date 2, acquis également à la date 0 (seulsN

de cesM × N droits ont encore de la valeur). Les prix de ces droits détenus dépendent de l’état

courantm et sont évalués sur lesN marchés ouverts à la date 1.

SoitP 1m
2n le prix à la date 1,lorsque l’économie se trouve dans l’étatm, d’un droit contingent à la

réalisation de l’étatn à la date 2, ete1m
2n la quantité demandée de ces droits. Avec ces ressources,

l’individu peut consommer une quantitéc0
1m de bien, mais aussi investir dans des droits contin-

gents à la date 2. Ses contraintes de budget à la date 1 seront

c0
1m +

∑
n

P 1m
2n e1m

2n = e0
1m +

∑
n

P 1m
2n e0

mn ∀m = 1, · · · , M. (2.19)

Il lui reste maintenant à étudier la situation à la date 2, dans l’étatn, alors que l’étatm s’est

réalisé précédemment. Parmi l’ensemble desN droits acquis en quantitée1m
2n , n = 1 · · · , N , à la

date 1, un seul donne lieu à paiement. L’individu, sachant qu’il va mourir, consomme alors toute

sa richesse :

c0
mn = e1m

2n ∀m = 1, · · · ,M, ∀n = 1, · · · , N. (2.20)

Le système composé des1+M +M ×N équations (2.18), (2.19) et (2.20) constitue la contrainte

de budget intertemporelle de l’individu. Après élimination des instrumentse1m
2n et réarrangements,

cette contrainte s’écrit sous la forme du système

c0 = c0 +
∑

m P 0
1m(c0

1m − e0
1m) +

∑
m

∑
n P 0

mn(c0
mn − e0

mn)

c0
1m = e0

1m +
∑

n P 1m
2n (e1m

2n − c0
mn) ∀m = 1, · · · ,M.

(2.21)

Le programme est donc

max
{c0,c01m,c0mn}

E
(
V (c0, c̃1, c̃2)

)
(2.22)

sous (2.21), et où l’espérance est donnée par (2.17).

251



Chapitre 4 : effet richesse et effet information

La dérivation de l’objectif par rapport aux instrumentse0
1m, e0

mn et c0
mn permet d’obtenir sans

difficulté les trois systèmes d’équations de prix

P 0
1m = ηπ1m

u′(c0
1m)

u′(c0)
∀m = 1, · · · ,M (2.23)

P 0
mn = η2π1mπm.n

u′(c0
mn)

u′(c0)
∀m = 1, · · · ,M, ∀n = 1, · · · , N (2.24)

P 1m
2n = ηπm.n

u′(c0
mn)

u′(c0
1m)

∀m = 1, · · · ,M, ∀n = 1, · · · , N (2.25)

qui, ensembles, impliquent

P 0
mn = P 0

1m × P 1m
2n . (2.26)

Clairement, ces trois systèmes sont issus du principe d’évaluation analysé dans le cadre du modèle

précédent : le prix d’un paiement contingent à un état futur, est, à l’équilibre, égal au taux marginal

de substitution entre consommation présente et consommation future dans cet état, pondéré par la

probabilité de réalisation de cet état. Simplement, ce principe est ici appliqué à l’évaluation à la

date 0 d’un paiement à une période (équation (2.23)), à deux périodes (équation (2.24)), ainsi qu’à

l’évaluation à la date 1 d’un paiement à une période (équation (2.25)).

On pourrait toutefois s’interroger sur la signification de cette dernière équation, qui, contrairement

aux deux premières, impose une contrainte sur un prixfutur, en fonction de données connues à

l’instant présent. Est-ce à dire que le prixP 1m
2n d’un droit pur à la date 1 dans l’étatm, contingent

à la réalisation de l’étatn à la date 2, est parfaitement connu dès la date 0 ?

C’est en effet le cas ici. Dans un système complet de marchés contingents, il est possible de

s’assurer, dès aujourd’hui et individuellement, contre tous les risques futurs : le consommateur

détermine donc, dès la date 0, son comportement optimal futur exactdans toutes les situations

possibles. Comme tout est prévu à l’avance, aucune « surprise » ne peut intervenir à la date 1, et il

n’aura aucune raison de modifier sa stratégie initiale. Les prixP 1m
2n , n = 1, · · · , N , calculés à la

date 0, sont donc réellement ceux qui seront affichés à la date 1 dans l’étatm.

Ceci illustre un principe fondamental du modèle de Arrow et Debreu : dans un système complet,

tous les risques sont alloués optimalement au cours de la première séance d’ouverture des marchés
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(ici, à la date 0). L’incertitude est pour ainsi dire « résolue » une fois pour toutes à l’origine des

temps, il n’est donc pas nécessaire d’ouvrir des marchés à la date 1 ou 2.

Les équations (2.23) à (2.26) permettent maintenant d’exprimer une structure des taux d’intérêt

d’équilibre.

2.3.3 Taux court et taux long d’équilibre

Dans le contexte d’un modèle à trois dates (deux périodes), le taux court est défini comme le taux

de rendement interne d’un bon payant, de façon certaine, une unité de bien à la date suivante, et le

taux long comme le taux d’un bon payant une unité après deux périodes.

Soit toujoursr0 et P 0
1 ≡ 1/(1 + r0) le taux et le prix à la date 0 du bon court. Soit également

R et P 0
2 ≡ 1/(1 + R)2 le taux et le prix à la date 0 du bon long. Ces bons « non-contingents »,

exprimés comme des collections de droits contingents, sont tels que

P 0
1 =

∑
m

P 0
1m = ηπ1m

u′(c0
1m)

u′(c0)
(2.27)

P 0
2 =

∑
m

∑
n

P 0
mn = η2π1mπm.n

u′(c0
mn)

u′(c0)
, (2.28)

soit, de manière équivalente,

1
1 + r0

=
ηE

(
u′(c̃1)

)

u′(c0)
(2.29)

1
(1 + R)2

=
η2E

(
u′(c̃2)

)

u′(c0)
. (2.30)

Le « taux court futur », c’est-à-dire le taux à une période à la date 1, est construit selon le même

principe. Bien évidemment, si les prixP 1m
2n sont connus à la date 0, le taux court futur reste, quant

à lui, inconnu, du fait que la réalisation de l’étatm est aléatoire. Soit̃r1 ce taux, etP̃ 1
2 le prix

correspondant. Le termẽP 1
2 désigne donc une variable aléatoire, qui prend pour valeur

∑
n P 1m

2n

(le prix du bon court dans l’étatm) avec une probabilitéπ1m.
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L’espérance à la date 0 de ce prix est

E
(
P̃ 1

2

)
=

∑
m

∑
n

P 1m
2n =

∑
m

[∑
n ηπm.nu′(c0

mn)
u′(c0

1m)

]
(2.31)

soit

E
(

1
1 + r̃1

)
= ηE

(
Em

(
u′(c̃2)

)

u′(c̃1)

)
, (2.32)

où Em(.) désigne l’espérance, calculée à la date 1, conditionnelle à l’étatm. Cette espérance

est donc une variable aléatoire qui prend la valeur Em(.) avec une probabilitéπ1m. La règle des

espérances imbriquées s’exprime ici par E(Em(.)) = E(.).

2.4 Prime de liquidité, prime de solidité et théories traditionnelles de la structure
des taux

Le modèle à deux périodes constitue un cadre de travail très simple, mais suffisant pour analyser

les préférences des individus quant à la composition par maturité de leur portefeuille obligataire.

Contrairement à la théorie de portefeuille, l’optique générale n’est pas ici de déterminer avec

précision les parts optimales détenues, mais plutôt de comparer les risques induits par la détention

des bons de diverse longueur.

Pour réaliser une telle comparaison, des indicateurs spécialisés sont nécessaires.

La prime de liquidité et la prime de solidité, définies ci-après, seront utilisées dans le cadre du

présent chapitre. À partir de ces deux indicateurs, il est possible de définir un certain nombre de

situations typiques, appelées « scénarios », révélant l’aptitude comparée des bons courts et longs

à gérer les risques économiques. Ces scénarios sont ensuite mis en rapport avec les théories tradi-

tionnelles de la structure par terme des taux d’intérêt.

2.4.1 La prime de liquidité, une mesure relative au risque de consommation à horizon loin-
tain

Comme le montre le chapitre 1, la première théorie intégrant explicitement le risque dans l’analyse

de la structure des taux a été proposée par Hicks, inspiré par les travaux de Keynes sur le déport

normal.
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La théorie de Hicks repose en partie sur l’idée que les prêteurs sont particulièrement sensibles à

l’éventualité d’une liquidation rapide de leurs actifs, et qu’ils vont, en conséquence, manifester une

nette préférence pour les bons de maturité courte. De ce fait, ils exigeront une prime, sous forme

d’un supplément de rendement anticipé, pour accepter de détenir des bons de maturité longue.

Hicks propose de mesurer cette prime, baptisée « prime de liquidité », par la différence entre le

taux à terme implicite pour une période donnée du futur, et le taux, anticipé aujourd’hui, pour un

prêt couvrant cette période. L’interprétation de cette prime dans le cadre du modèle à trois dates

se construit de la façon suivante.

Soitf0 le taux à terme, implicite à la structure des taux à la date 0, pour un prêt court à la date 1. Ce

taux est ici défini comme le taux de rendement interne d’un bon court à la date 1, tel qu’à la date 0

un investissement court renouvelé à ce taux procure le même rendement qu’un investissement

long. Le tauxf0 est donc tel que

(1 + r0)(1 + f0) = (1 + R)2. (2.33)

La prime de liquiditéL est

L ≡ f0 − E
(
r̃1

)
. (2.34)

Par combinaison des deux équations ci-dessus, il vient

(1 + r0)L = (1 + R)2 − (1 + r0)E
(
1 + r̃1

)
. (2.35)

Cette dernière équation montre bien que la prime de liquidité est une mesure de l’excès de ren-

dement du bon long sur l’espérance du rendement d’un investissement renouvelé. La primeL est

donc essentiellement relative à la date 2, c’est-à-dire à l’horizon lointain.

À l’équilibre d’un modèle dans lequel des agents gèrent des portefeuilles en fonction du rendement

et du risque des divers actifs,L doit également être liée aux risques fondamentaux de l’économie,

mesurés au même horizon. De plus, lorsque la consommation est le but ultime de toute activité

économique, le risque doit, par nature, être interprété comme un risque de consommation.

Dans le cadre du modèle à trois dates, une expression deL en accord avec ces principes est obtenue
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en introduisant dans (2.35) les équations d’équilibre du taux court (2.29), du taux long (2.30) et

du taux court anticipé (2.32). Il vient

L =
1
η

{
E

(
u′(c̃1)

)

E(u′(c̃2))
− E

(
u′(c̃1)

Em(u′(c̃2))

)}
. (2.36)

Suivant McCulloch [1975] et Woodward [1983], cette équation est réécrite sous la forme5

L =
1

ηE(u′(c̃2))
Cov

(
u′(c̃1)

Em(u′(c̃2))
, Em

(
u′(c̃2)

))
. (2.37)

Le premier argument de la covariance est égal au taux court futur. Finalement, la prime de liquidité

s’exprime comme

L =
1

ηE(u′(c̃2))
Cov

(
1 + r̃1, Em

(
u′(c̃2)

))
. (2.38)

Cette dernière équation est particulièrement significative : elle montre quele signe deL est égal au

signe de la covariance entre le taux court futur et l’espérance conditionnelle de l’utilité marginale

de la consommation à la date terminale.

L’individu représentatif étant adverse au risque, cette proposition s’interprète aisément en terme

de risque de consommation. Pour cela, il suffit de comparer, selon le signe deL, le risque induit

par les deux stratégies suivantes :

1. la stratégie consistant à investir à la date 0 en bons courts, puis à renouveler cet investisse-

ment en bons courts. Le rendement à la date 2 de cette stratégie est inconnu à la date 0 ;

2. la stratégie consistant à investir à la date 0 en bons longs, et à conserver ces bons jusqu’à

leur échéance. Le rendement à la date 2 est ici parfaitement connu.

5Pour ce faire, il suffit de réarranger (2.36) en

L =
1

ηE(Em(u′(c̃2)))

{
E

(
u′(c̃1)

)
− E

(
u′(c̃1)

Em(u′(c̃2))

)
× E

(
Em

(
u′(c̃2)

))}
,

puis, utilisant la règle des espérances imbriquées, en

L =
1

ηE(u′(c̃2))

{
E

(
u′(c̃1)

Em(u′(c̃2))
× Em

(
u′(c̃2)

))
− E

(
u′(c̃1)

Em(u′(c̃2))

)
× E

(
Em

(
u′(c̃2)

))}
,

ce qui est bien (2.37).
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Lorsque par exempleL > 0, les préférences des individus s’analysent de la façon suivante.

Si le taux court à la date 1 s’avère « élevé » (c’est-à-dire au-dessus de la moyenne), l’espérance de

l’utilité marginale de la consommation à la date 2 sera également élevée. Cette espérance élevée

signifie que les individus s’attendent à ce que la consommation soit particulièrementdésirableà

la date 2. Du point de vue de la date 0, ils perçoivent donc que l’investissement renouvelé (au taux

r̃1 inconnu) procure des rendements élevés dans les situations où ces rendements sont justement

fort appréciés. Dans ces conditions, l’investissement renouvelé est lui-même apprécié, et il doit à

l’équilibre offrir un rendement espéré plus faible que l’investissement long, dont les rendements

non-aléatoires ne possèdent pas les propriétés évoquées ci-dessus.

L’aversion pour le risque ayant été admise, l’utilité marginaleu′(.) est strictement décroissante, et

l’analyse ci-dessus peut être traduite dans les termes suivants : lorsque le taux court s’avère fort à

la date 1, les individus s’attendent à une consommation faible à la date 2. Ainsi, l’investissement

renouvelé « paye » beaucoup lorsque la consommation est faible, et doncoffre une protection con-

tre le risque d’une faible consommation à la date 2. Clairement, l’investissement court renouvelé,

possède, du point de vue de la protection contre le risque, des caractéristiques supérieures à celles

de l’investissement long.

En d’autres termes, lorsqueL > 0, l’investissement court (renouvelé) peut être considéré comme

la stratégie (relativement) sûre, et l’investissement long comme la stratégie (relativement) risquée,

pour financer la consommation à horizon lointain.

Ceci constitue une illustration directe d’un important principe, issu des modèles d’équilibre in-

tertemporel avec consommation : ce n’est pas parce qu’une stratégie offre un rendement aléatoire

qu’elle est forcément considérée comme plus risquée qu’une stratégie au rendement certain.

Le casL < 0 est absolument dual. En terme de risque, par exemple, il implique que les individus

anticipent une forte consommation à la date 2 lorsque le taux court s’avère fort. Cela signifie que

l’investissement renouvelé paye peu lorsque la consommation est faible (et fortement désirée).

L’investissement renouvelé apparaît ici comme la stratégie la plus risquée, et l’investissement long

comme la stratégie la plus sûre, pour financer la consommation à la date 2.

En résumé, lorsqueL > 0 (L < 0), l’investissement court est le moyen le plus sûr (le plus risqué)

pour financer la consommation à la date 2.
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Cette analyse de la prime de liquidité dans le cadre d’un modèle à trois dates met en lumière

une faiblesse de la théorie hicksienne : se focalisant sur l’espérance des rendements des deux

stratégiesà la date 2, elle fait l’impasse sur la date intermédiaire. Or, d’une manière générale,

on doit admettre que l’individu souhaite aussi consommer à cette date, et doncse sent également

concerné par le risque de consommation à la date 1.

À l’évidence, une autre prime doit être définie pour analyser ce risque.

2.4.2 La prime de solidité, une mesure relative au risque de consommation à horizon proche

Le nom de cette prime — la prime de solidité — est en lui-même un clin d’oeil à l’analyse hicksi-

enne. Proposée par Bailey [1964], cette prime est construite de façon tout à fait similaire à la prime

de liquidité. Simplement, elle est définie en terme de « prime d’émission » plutôt qu’en terme de

taux d’intérêt.

Dans un monde où les taux d’intérêt sont positifs, il est logique qu’un bon sans coupon soit vendu

au-dessous de son pair. La différence entre le pair et le prix à l’émission d’un bon, appeléeprime

d’émission, est alors positive. Soitd0 l’opposée de la prime d’émission d’un bon court émis à la

date 0. Cette « pénalité d’émission » est telle que

1 + d0 =
1

1 + r0
. (2.39)

La pénalité d’émission pour un bon court à la date 1 est, du point de vue de la date 0, une variable

aléatoired̃1 telle que

1 + d̃1 =
1

1 + r̃1
. (2.40)

La pénalité impliciteg0 est définie en fonction du taux implicitef0 par

1 + g0 =
1

1 + f0
. (2.41)

La prime de soliditéS est égale à la différence entre la pénalité à terme implicite à la structure des

taux présente pour un bon court à la date suivante, et l’espérance de la pénalité sur ce même bon :

S ≡ g0 − E
(
d̃1

)
. (2.42)
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Les équations ci-dessus, avec la définition def0, permettent de montrer queS est un concept de

prime relatif à la date 1 :

(1 + R)2S = (1 + r0)− E

(
(1 + R)2

1 + r̃1

)
. (2.43)

Le premier terme du membre droit de cette équation est le rendement, à la date 1, d’un investisse-

ment unitaire en bons courts à la date 0. Dans le second terme,(1 + R)2/(1 + r̃1) représente le

rendement aléatoire d’une stratégie consistant à investir, à la date 0, une unité en bons longs, puis

à revendre à la date 1 ces bons. Au moment de la revente, ces bons deviennent strictement équiv-

alents à des bons courts, et sont donc évalués sur le marché des bons courts. La primeS apparaît

donc comme une mesure de l’excès du rendement de l’investissement court sur l’espérance de

l’investissement long liquidé précocement.

Dans le cadre du modèle de structure des taux, la primeS est une mesure explicite du risque de

consommation à la date 1.

L’intégration des expressions de taux d’équilibre (2.29) à (2.32) dans l’équation (2.43) ci-dessus

mène à

S = η

{
E

(
u′(c̃1)

)

E(u′(c̃2))
− E

(
Em

(
u′(c̃2)

)

u′(c̃1)

)}
. (2.44)

Toujours suivant McCulloch [1975] et Woodward [1983], cette équation est réécrite sous la forme6

S =
η

E(u′(c̃1))
Cov

(
Em

(
u′(c̃2)

)

u′(c̃1)
, u′(c̃1)

)
. (2.45)

Le premier argument de la covariance est le prix futur d’un bon court. Ainsi, la primeS est donnée

par

S =
η

E(u′(c̃1))
Cov

(
1

1 + r̃1
, u′(c̃1)

)
. (2.46)

6L’équation (2.44) peut s’écrire en effet

S =
η

E(u′(c̃1))

{
E

(
Em

(
u′(c̃2)

)

u′(c̃1)
× u′(c̃1)

)
− E

(
Em

(
u′(c̃2)

)

u′(c̃1)

)
× E

(
u′(c̃1)

)
}

.
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Le signe deS est égal au signe de la covariance entre le prix court futur et l’utilité marginale de

la consommation à la date 1.

En terme de consommation, les préférences des individus s’analysent de la façon suivante.

Soit par exempleS > 0. Dans ce cas, si le taux court à la date 1 s’avère faible, l’utilité marginale

de la consommation à cette date sera forte, et, donc, la consommation sera fortement désirée. Mais,

si le taux court est faible, la revente précoce d’un bon long procure un fort rendement. La stratégie

d’investissement en bons longs paye beaucoup lorsque les rendements sont particulièrement ap-

préciés, et, inversement, paye peu lorsqu’ils sont, au contraire, peu attirants.Ceteris paribus, les

investisseurs vont donc avoir tendance à choisir les titres longs, parce que le rendement des titres

courts (non-aléatoires à l’horizon court) n’ont pas ces caractéristiques. Ceci justifie l’existence

d’un rendement anticipé comparativement plus faible sur la stratégie initiée par l’achat de bons

longs.

Commeu′′(.) < 0, le casS > 0 s’interprète aisément en terme de risque de consommation à

la date 1. Si le taux court à cette date s’avère faible, la consommation sera également faible. La

stratégie d’achat de bons longs et de revente précoce offre donc de forts rendements dans des

situations de faible consommation. Cette stratégie est donc perçue par les individus, adverses au

risque, comme un moyen de se protéger contre le risque d’une faible consommation à la date 1.

Ainsi, lorsqueS > 0, le bon long (liquidé) peut être considéré comme l’instrument (relativement)

risqué,pour financer la consommation à horizon proche. Comme dans le casL > 0, le casS >

0 est tel qu’une stratégie au rendement aléatoire est considérée comme moins risquée qu’une

stratégie au rendement certain.

Pour S < 0, le raisonnement est absolument symétrique : la stratégie longue paye beaucoup

lorsque la consommation à la date 1 est forte, et de ce fait représente un risque plus grand qu’un

investissement court. Le bon long apparaît comme l’instrument risqué, et le bon court comme

l’instrument sûr.

En résumé, lorsqueS > 0 (S < 0), l’investissement long est le moyen le plus sûr (le plus risqué)

pour financer la consommation à la date 1.
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2.4.3 Scénarios de prime et théories de la structure des taux

Le principal enseignement de cette étude des primes est le suivant : il n’existe pas de mesure unique

du risque, ou, plus précisément, il existe autant de mesures que d’horizons de consommation. Il

est donc impossible, dans le cas général, de donner une réponse binaire à la question « l’actif court

est-il plus risqué que l’actif long ? ». Par exemple, dans le cadre du modèle à trois dates, s’il est

possible d’imaginer une situation telle queL < 0 et S < 0, le bon court est le moyen le plus sûr

pour financer la consommation à la date 1, mais le plus risqué pour financer la consommation à la

date 2.

Chacune des réponses possibles à la question ci-dessus est associée à une configuration précise du

signe des primesL etS. Une configuration sera ici appelée « scénario ».

Tous les scénarios imaginables ne sont pasa priori possibles. En effet,S etL sont définis en terme

des mêmes variables aléatoiresu′(c̃1) et Em
(
u′(c̃2)

)
, combinées selon des expressions soumises à

l’inégalité de Jensen.7

Les primesL etS ne peuvent être en même temps strictement positives.8 Plus précisément, la liste

de toutes les implications croisées du signe deL et deS est

L > 0 ⇒ S ≤ 0

L = 0 ⇒ S ≤ 0 (2.47)

S > 0 ⇒ L ≤ 0

S = 0 ⇒ L ≤ 0.

7Voir page 329.

8Soitx = u′(c̃1) ety = Em

(
u′(c̃2)

)
. Les primesL etS s’expriment comme

L =
1

η

{
E(x)

E(y)
− E

(
x

y

)}

S = η

{
E(y)

E(x)
− E

(
y

x

)}

oùη > 0.
D’un coté, L > 0 implique E(x) /E(y) > E(x/y), qui implique à son tour E(y) /E(x) < 1/E(x/y). De

l’autre, S > 0 implique E(y) /E(x) > E(y/x). Mais, par Jensen, E(y/x) ≥ 1/E(x/y). Ainsi, S > 0 implique
E(y) /E(x) ≥ 1/E(x/y), relation contradictoire avec celle déduite précédemment deL > 0.
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Suivant Woodward [1983], les cas de nullité deL et deS sont négligés. Il subsiste donc trois

scénarios significatifs, correspondant aux différentes combinaisons admissibles deS < 0, S > 0,

L < 0 etL > 0.

Ces trois scénarios sont examinés ci-après. De plus, des convergences entre ces scénarios et les

théories traditionnelles de la structure des taux sont établies.

Comme nous l’avons indiqué dans l’introduction de ce chapitre, ces convergences sont purement

phénoménologiques. Notre étude est, en effet, basée sur des hypothèses très différentes de celles

invoquées par les théories traditionnelles. En particulier, nous supposons, d’une part, que les in-

dividus consomment à chaque date, et, d’autre part, que ces individus sont identiques. En con-

séquence, les résultats de cette étude ne pourront, en aucun cas, être utilisés pour valider ou in-

valider ces théories. Simplement, nous montrerons que leurs conclusions peuvent être, dans cer-

tains cas,reproduitessur la base d’hypothèses différentes.

Le scénario hicksien :S < 0 et L > 0.

Ce scénario correspond à une situation dans laquelle l’achat de bons courts à la date 0 est le

meilleur moyen de se protéger à la fois contre le risque de consommation à la date 1 et à la date 2.

L’instrument court est sans ambiguïté plus sûr que l’instrument long, et à ce titre préféré par les

investisseurs adverses au risque.

Ainsi, dans ce scénario, l’aversion conduit les investisseurs à se porter prioritairement sur les

instruments courts, et la structure des taux est donc structurellement croissante. Pour cette raison,

et bien que les conditions qui permettent d’obtenir une telle configuration n’aient pas encore été

examinées, ce scénario sera baptisé « scénario hicksien ».

Le scénario anti-hicksien :S > 0 et L < 0.

Ce scénario est tel que l’achat de bons longs représente le plus sûr moyen d’obtenir de la consom-

mation à la date 1 et à la date 2. Qu’il soit revendu précocement, ou détenu jusqu’à son terme,

un bon long procure, comparativement à toute stratégie initiée en bons courts, des rendements

toujours plus appréciés. La structure des taux est structurellement décroissante.

La situation est donc l’inverse de celle décrite précédemment, et ce scénario sera donc baptisé
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« scénario anti-hicksien ».

Le scénario d’habitat préféré : S < 0 et L < 0.

Ce cas correspond à une situation dans laquelle l’achat de bons courts offre une bonne protection

contre une faible consommation à la date 1, et l’achat de bons longs une bonne protection contre

une faible consommation à la date 2. En d’autres termes, lorsque ce scénario est actif, le meilleur

moyen de financer une consommation à une certaine date est de détenir des bons dont l’échéance

est précisément égale à cette date. La pente de la structure des taux est ici de signe indéterminé.

Une telle situation peut être mise en rapport avec la théorie de Modigliani et Sutch, et, en partic-

ulier, avec l’enchaînement logique suivant : supposant que les prêteurs ont des préférences déter-

minées quant à la longueur de temps pendant laquelle ils veulent garder leurs fonds investis (leur

« habitat préféré »), Modigliani et Sutch affirment que,ceteris paribus, ces prêteurs manifesteront

une nette tendance à acquérir des titres dont la maturité est celle de leur habitat (voir citation

page 41).

L’intérêt des modèles de structure des taux avec consommation est de montrer que cet enchaîne-

ment logique est invalide dans le cas général. En effet, dans le cadre de ces constructions théoriques,

un actif n’est pas apprécié par les investisseurs adverses au risque parce qu’il procure des rende-

mentscertains, mais parce que ces rendements covarient négativement avec la consommation.

Dans le cas particulier examiné ici, l’enchaînement s’avère valide, et ce scénario sera en con-

séquence baptisé « scénario d’habitat préféré ».

2.5 Conclusion

Cette section a été consacrée à la mise en place d’un cadre de travail et à la définition d’un certain

nombre d’outils, adaptés à l’étude des qualités comparées des bons sans coupon, du point de vue

de la gestion du risque.

Un modèle monopériodique de marchés contingents, conforme à la théorie de Arrow et Debreu, a

d’abord été exposé. Exprimé dans un univers probabilisable discret, ce modèle a permis d’expliciter

de manière intuitive les liens unissant structure de l’incertitude, croyances et comportements de

consommation. En particulier, il est apparu qu’un système complet de marchés contingents consti-
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tuait un dispositif efficace d’allocation de la consommation intertemporelle. Admettant l’existence

d’un tel système, il a été possible d’exprimer le prix d’équilibre d’un bon sans coupon en fonction

du prix des droits contingents purs. Sous hypothèse d’homogénéité des agents, le taux d’intérêt a

été directement relié à la consommation agrégée.

Afin de pouvoir définir une structure des taux extrêmement simple, ce modèle a ensuite été étendu

au cas d’une économie à deux périodes. Cette extension a permis de mettre en lumière un phénomène

important, lié à la résolution séquentielle de l’incertitude portant sur les événements lointains : la

révision des croyances. Dans ce cadre bipériodique, un taux court et un taux long ont pu être

définis. Les équations d’équilibre de ces taux ont, ensuite, été exhibées.

Enfin, s’est posé le problème des outils théoriques nécessaires pour comparer les risques supportés

par les détenteurs de bons courts et de bons longs. De ce point de vue, deux concepts de prime ont

été retenus : la prime de liquidité et la prime de solidité. L’étude de ces primes a justifié ce choix.

Chacune d’elles est apparue comme une mesure du risque relative à un horizon particulier de

consommation. Ensemble, elles ont permis de confirmer qu’il n’existait pas de mesure unique du

risque d’un actif, mais autant de mesures que d’horizons de consommation. Il s’est alors avéré utile

de dresser une liste de cas typiques, définis en terme du signe respectif des primes de liquidité et de

solidité. Trois cas, appelés scénarios, ont été retenus et rapprochés des théories traditionnelles de

la structure des taux : le scénario hicksien, tel que le bon court puisse être considéré sans ambiguïté

comme l’actif sûr, le scénario anti-hicksien, inverse du précédent, et le scénario d’habitat préféré,

tel qu’un bon soit considéré comme sûr pour consommer à la date correspondant à son échéance.

Utilisant ce cadre de travail, il sera possible, dans les sections suivantes, d’étudier en détail le

problème de la détermination du scénario de prime dans une économie à deux périodes.
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Section 3 Scénario de primes en économie d’échange pure

3.1 Introduction

Dans une économie d’échange pure, le droit contingent constitue le seulmediade l’allocation

intertemporelle de consommation. Un individu représentatif n’a, alors, pas d’autre choix que de

consommer entièrement la dotation qu’il reçoit à chaque période. Puisque dotations (exogènes) et

consommations (endogènes) s’avèrent parfaitement identiques, il est possible de raisonnercomme

si la distribution de la consommation au cours du temps était fixée de façon exogène.

Le modèle précédent montre que cette distribution détermine les prix de marché, les taux d’intérêt,

la prime de liquidité et de solidité, et donc le scénario courant. Bien sûr, cette détermination opère

via les comportements individuels, et donc de manière fort complexe.

Toutefois, on peut penser qu’il est possible, dans une certaine mesure, d’établir des liensdirects

entre des caractéristiques intéressantes de la distribution de la consommation et les différents

scénarios.

Cette démarche a pour objectif d’obtenir des résultats généraux, parce qu’indépendants d’une

spécification particulière de la fonction d’utilité des agents. La seule hypothèse cruciale, ici, est

celle de l’aversion pour le risque.

Woodward [1983] choisit de travailler dans ce sens en utilisant un modèle à trois dates, similaire à

celui précédemment exposé. Raisonnant, en toute généralité, dans le cadre d’une économie où la

structure de l’incertitude n’est pas contrainte, elle obtient des résultats importants, mais qui étab-

lissent des liens « approximatifs » (le terme est de Woodward) entre les propriétés stochastiques

de la consommation et le signe des primes.9

Nous choisissons ici une voie différente, consistant à contraindre au préalable la structure de

l’incertitude. Notre apport consistera alors à établir, à partir d’un modèle contraint, des liensdi-

rectsentre consommation et primes. Bien entendu, les résultats obtenus à partir d’un modèle moins

général que celui de Woodward ne seront pas fondamentalement différents. Toutefois, nous pour-

rons ici travailler sur ces cas précis (appelés « configurations »), beaucoup plus intuitifs, et forts

9La structure des taux en économie d’échange a également été étudiée par Leroy et LaCivita [1981], et Leroy [1982b
et 1983].
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intéressants à interpréter.

Le choix de la structure de l’incertitude est ici crucial : il doit permettre le développement de

l’analyse évoquée ci-dessus, sans exclure pour autant aucun phénomène important intervenant

dans la détermination des primes. La structure retenue est présentée en premier lieu dans cette

section, ainsi que les simplifications induites sur les distributions de probabilité des variables aléa-

toires essentielles. Des cas significatifs, permettant de mettre en rapport consommation et scénar-

ios, sont analysés. En particulier, sont évoqués deux phénomènes déterminants : l’effet richesse et

l’effet information.

3.2 Le modèle binomial

Le nombre et l’enchaînement des états de la nature entre les trois dates de l’économie sont con-

traints, de façon à réduire à sa plus simple expression l’incertitude à laquelle doit faire face un

individu dans une situation donnée : unealternative. Comme deux états peuvent être atteints après

chaque état non-terminal, le modèle obtenu est dit binomial.

Ce type de modèle a été utilisé par Benninga et Protopapadakis [1986] pour étudier une économie

de production. Nous l’adaptons ici à une économie d’échange.

3.2.1 Structure de l’incertitude et des croyances

L’économie considérée est construite comme un cas particulier du modèle à trois dates, décrit dans

la section précédente. Toutes les hypothèses de ce modèle sont conservées, et la structure des états

est simplement précisée. Cette structure est la suivante.10

Il existe sept états de la nature, numérotés de 0 à 6. À la date 0, l’économie se trouve dans l’état 0.

À la date 1, deux états peuvent survenir : l’état 1 et l’état 2. À la date 3, les quatre états restants

sont possibles. Les états 3 et 4 sont accessibles à partir de l’état 1, les états 5 et 6 à partir de l’état 2.

Ainsi, à chaque date non-terminale, les individus ne doivent considérer que deux éventualités à la

date suivante.

À cette structure correspondent des croyances, exprimées en terme de probabilités subjectives.

10Les notations utilisées sont construites selon le même principe que précédemment : un exposant indique une date,
un indice un état.
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Soitπi, pouri = 1, · · · , 6, la probabilité accordée à l’étati par l’individu représentatif,lorsqu’il se

trouve dans l’état qui précèdei. Ainsi, par exemple,π1 désigne la probabilité accordée à l’état 1

(date 1), lorsqu’il se trouve dans l’état 0 (date 0), etπ3 désigne la probabilité de l’état 3 (date 2),

exprimée dans l’état 1 (date 1).

Ces probabilités sont liées par

π1 + π2 = 1
π3 + π4 = 1
π5 + π6 = 1.

(3.1)

L’enchaînement des états et les croyances associées peuvent être utilement représentés par un

graphe arborescent, tel le graphe n◦1.

Les nœuds de ce graphe représentent les états de la nature, et sont numérotés en conséquence. Ces

nœuds sont placés en trois colonnes, correspondant, de gauche à droite, à la succession des trois

dates du calendrier. Les enchaînements possibles entre les différents états sont matérialisés par des

flèches. Sur chaque liaison, la probabilité de transition est indiquée.

Dans cette économie, l’enchaînement des états entre la date 1 et la date 2 est restreint aux liaisons

indiquées sur le schéma. Ces restrictions peuvent s’interpréter en terme du processus précédem-

ment évoqué de révision des croyances.
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À la date 0, l’individu considère que tous les états de la date 2 sont probables. Il leur accorde les

probabilités subjectives suivantes :

État probabilité
3 π1 × π3

4 π1 × π4

5 π2 × π5

6 π2 × π6

À la date 1, les probabilités accordées aux quatre états dépendent de l’état courant. Ces croyances

révisées, conditionnelles à la réalisation de l’état à la date 1, sont les suivantes :

État pr. si état 1 pr. si état 2
3 π3 0
4 π4 0
5 0 π5

6 0 π6

Ainsi, par exemple, si l’état 1 survient, l’individu substitue à ses croyances initialesπ1 × π3,

π1 × π4, π2 × π5 etπ2 × π6 ses croyances réviséesπ3, π4, 0 et 0.

3.2.2 Prix d’état et taux d’intérêt

Cette structure particulière simplifie considérablement les équations du modèle à trois dates. Ces

équations simplifiées, présentées ci-après, seront constamment utilisées dans la suite de ce travail.

La variableci désigne, pouri = 0, · · · , 6, la consommation optimale dans l’étati, décidée à la

date 0.

Le programme du consommateur s’écrit11

max
{c0,···,c6}

E
(
V (c0, c̃1, c̃2)

)
(3.2)

sous la contrainte

11Comme précédemment, les termesc0, c̃1 et c̃2 désignent, respectivement, la consommation à la date 0, 1 et 2.
La fonctionu(.) est la fonction d’utilité de Von Neumann-Morgenstern de l’individu. Le coefficientη est son taux
d’impatience.
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E
(
V (c0, c̃1, c̃2)

)
= u(c0) +

η {π1u(c1) + π2u(c2)}+ (3.3)

η2π1 {π3u(c3) + π4u(c4)}+ η2π2 {π5u(c5) + π6u(c6)} .

Dans la cadre d’une économie d’échange pure, la production ou le stockage du bien de consom-

mation est impossible. Toutes les richesses sont obtenues sous forme de dotations aléatoires, selon

un processus totalement hors de contrôle des individus.12

L’individu reçoit une dotation initiale en droits purs, contingents aux divers états de la nature.

Pouri = 0, · · · , 6, la dotation en droits contingents à la réalisation de l’étati, reçue à la date 0,

est notéeci. À l’équilibre d’une économie d’échange composée d’individus identiques, les agents

consomment toute leur dotation, et n’achètent ni ne vendent aucun titre contingent. Commeci =

ci pour i = 0, · · · , 6, il est possible de raisonner directement à partir de la distribution de la

consommation, comme s’il s’agissait d’une donnée exogène.

Soit pi, pouri = 1, · · · , 6, le prix dans l’état précédenti, d’un droit pur contingent à l’étati. Les

conditions du premier ordre obtenues dans la section précédente (voir équations (2.23) à (2.25),

page 252) indiquent que

p1 = ηπ1
u′(c1)
u′(c0) p3 = ηπ3

u′(c3)
u′(c1) p5 = ηπ5

u′(c5)
u′(c2)

p2 = ηπ2
u′(c2)
u′(c0) p4 = ηπ4

u′(c4)
u′(c1) p6 = ηπ6

u′(c6)
u′(c2) .

(3.4)

Suivant Arrow et Debreu, ces prix sont appelés les « prix d’état ». Ils sont tels que les individus

jugent optimal de consommer exactement leurs dotations.13

12Pour illustrer métaphoriquement le fonctionnement d’une économie d’échange pure, Robinson Crusoe est souvent
mis à contribution : soit un ensemble d’îles, assez proches pour que l’on puisse communiquer de l’une à l’autre. Sur
chacune d’elles vit un individu et pousse un arbre fruitier (par exemple un bananier). De chaque arbre tombe péri-
odiquement un certain nombre de bananes, ce nombre étant déterminé par les conditions climatiques aléatoires de la
période. Ces bananes étant périssables, il n’est pas possible de les stocker.

Dans ce contexte, chaque individu va chercher à gérer au mieux les risques que font porter les aléas climatiques sur sa
consommation future de bananes, en échangeant, avec les autres, des bananes contre des promesses de livraison future
de bananes. Ces promesses sont contingentes aux divers éléments climatiques qui peuvent survenir (« beau temps »,
« mauvais temps », . . . ).

13Ces prix sont des prix réels, exprimés en unités de bien de consommation à des dates différentes. Pour une inté-
gration explicite de l’inflation, voir par exemple Long [1974], Benninga et Protopapadakis [1983] et Leroy [1984] pour
une modélisation en temps discret, et Cox, Ingersoll et Ross [1981 et 1985b] pour un modélisation en temps continu.
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Soit ri, pouri = 0, · · · , 2, le taux court dans l’étati. Ces taux sont donnés par

1
1+r0

≡ p1 + p2
1

1+r1
≡ p3 + p4

1
1+r2

≡ p5 + p6. (3.5)

La variabler̃1 désigne comme précédemment le taux court (aléatoire) à la date 1.

D’après la condition du premier ordre (2.26) (page 252) et l’expression du taux long d’équilibre

(2.30) (page 252), le taux longR à la date 0, dans l’état 0, est ici

1
(1 + R)2

≡ p1(p3 + p4) + p2(p5 + p6). (3.6)

3.2.3 Primes et distribution de la consommation

Comparativement au modèle à trois dates, exposé dans la première section principale de ce chapitre,

le modèle binomial est évidemment moins général. Mais, par contrecoup, son extrême simplic-

ité permet de travailler directement sur l’expression détaillée des distributions de probabilité im-

pliquées dans la détermination du signe des primes.

La prime de liquidité est toujours donnée par

L =
1

ηE(u′(c̃2))
Cov

(
1 + r̃1, Em

(
u′(c̃2)

))
, (3.7)

où Em
(
u′(c̃2)

)
est l’espérance de l’utilité marginale de la consommation à la date 2, conditionnelle

à la réalisation de l’état de la nature à la date 1.

Dans ce modèle, les lois de probabilité des variables aléatoires, arguments de la covariance ci-

dessus, s’expriment par une seule alternative. Compte tenu des prix d’état (3.4) et des définitions

(3.5), la distribution de la variable aléatoire1 + r̃1 peut être décrite par

1 + r̃1 =





1 + r1 = u′(c1)
η{π3u′(c3)+π4u′(c4)} avec une probabilitéπ1

1 + r2 = u′(c2)
η{π5u′(c5)+π6u′(c6)} avec une probabilitéπ2.

(3.8)
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De même, la loi de Em
(
u′(c̃2)

)
s’exprime par l’alternative

Em

(
u′(c̃2)

)
=





E1
(
u′(c̃2)

)
= η2 {π3u

′(c3) + π4u
′(c4)} avec une pr. π1

E2
(
u′(c̃2)

)
= η2 {π5u

′(c5) + π6u
′(c6)} avec une pr. π2.

(3.9)

La prime de solidité

S =
η

E(u′(c̃1))
Cov

(
1

1 + r̃1
, u′(c̃1)

)
(3.10)

peut être examinée de façon identique. Les variables aléatoires sont

1
1 + r̃1

=





1
1+r1

= η{π3u′(c3)+π4u′(c4)}
u′(c1) avec une probabilitéπ1

1
1+r2

= η{π5u′(c5)+π6u′(c6)}
u′(c2) avec une probabilitéπ2

(3.11)

et

u′(c̃1) =





u′(c1) avec une probabilitéπ1

u′(c2) avec une probabilitéπ2.
(3.12)

L’expression des quatre distributions ci-dessus montre bien qu’un lien direct, entre distribution de

la consommation et scénario de primes, peut être établi en recherchant des configurations parti-

culières de consommation{c1, · · · , c6} et/ou de probabilité{π3, · · · , π6}, telles que pour chaque

variable aléatoire, le sens de l’inégalité liant ses deux réalisations soit déterminé de façon non-

ambiguë.

Pour asseoir l’interprétation économique de ces configurations, les conditions arbitraires suivantes

sont imposées :

c1 ≤ c2 c3 < c4 c5 < c6. (3.13)

Ces trois inégalités permettent d’éviter un certain nombre de configurations symétriques, sans

intérêt additionnel, et ne sont donc, en aucune manière, restrictives. Elles signifient simplement

que, conventionnellement, les états 1, 3 et 5 correspondent à de « mauvaises » réalisations, et les

états 2, 4 et 6, à de « bonnes » réalisations.
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Graphe n◦2

Une configuration est représentée à l’aide d’un graphe, similaire au graphe n◦1. Les informations

suivantes sont ajoutées :

• près de chaque nœud, la variable représentative de l’état correspondant ;

• en bas à gauche, les contraintes définissant la configuration ;

• en bas à droite, les contraintes conventionnelles.

Ainsi, par exemple, la configuration de départ (non-contrainte) est représentée par le graphe n◦2.

Les distributions de probabilité des variables arguments des covariances indiquent que, pour déter-

miner le signe deL et deS, il est nécessaire de statuer sur le sens des inégalités liant, d’une part,

u′(c1) àu′(c2), et, d’autre part, E1
(
u′(c̃2)

)
à E2

(
u′(c̃2)

)
.

Si c1 6= c2, la distribution de la variable aléatoirẽc1 est non-dégénérée. La conventionc1 ≤ c2 et

la décroissance stricte de l’utilité marginale impliquent alors

u′(c1) > u′(c2). (3.14)

Il reste donc à examiner le sens de la deuxième relation. Les deux cas intéressants sont successive-

ment analysés.

272



Chapitre 4 : effet richesse et effet information

3.3 le cas de « corrélation négative »

Lorsque les deux relations sont de sens opposé, le scénario courant est déterminé sans ambiguïté.

Commeu′(c1) > u′(c2), la deuxième relation est

E1

(
u′(c̃2)

)
< E2

(
u′(c̃2)

)
. (3.15)

Ces inégalités indiquent que l’utilité marginale de la consommation à la date 1 est négativement

corrélée avec l’espérance conditionnelle de l’utilité marginale de la consommation à la date 2.

Une interprétation de cette situation est donnée ci-après, puis un certain nombre de configurations

significatives sont commentées.

3.3.1 Le scénario d’habitat préféré

L’expression des distributions de probabilité montre queL < 0 etS < 0. Le scénario courant est

donc le scénario d’habitat préféré, tel qu’un bon représente l’instrument le plus sûr pour financer

la consommation à un horizon correspondant à sa maturité.

Une interprétation en terme de taux d’intérêt est nécessaire.

Supposons, par exemple, qu’à la date 1 l’économie se trouve dans le mauvais état (l’état 1). Rel-

ativement à l’état 2, l’économie est « pauvre » (c1 et plus petit quec2) et l’utilité marginale à

la date 1 est donc forte. Du fait de la corrélation négative, les individus s’attendent à une faible

utilité marginale à la date 2, c’est-à-direà une amélioration des perspectives de consommation,

comparativement à ce qu’auraient été ces perspectives si l’économie s’était trouvée dans l’état 2.

La situation est donc telle qu’une consommation fortement désirée à la date 1 corresponde à une

consommation (anticipée) faiblement désirée à la date 2. Ainsi, dans l’état 1, les individus sont

particulièrement réticents à retarder leur consommation, et exigent donc un taux particulièrement

fort pour accepter de la faire.

En résumé, à un état pauvre (riche) à la date 1 correspond un taux court élevé (faible) :

c1 < c2 ⇐⇒ 1 + r1 > 1 + r2. (3.16)
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C’est le caractère non-ambiguë de la relation entrer1 etr2 qui explique la simplicité de ce premier

cas : si le taux court est fort dans l’état de faible consommation, la revente précoce d’un bon long

procure sans ambiguïté des rendements faibles dans une situation où ils sont fortement désirés.

Un bon long est donc plus risqué qu’un bon court, pour financer la consommation à la date 1

(d’où S < 0). De même, un investissement court renouvelé procure des rendements élevés, dans

une situation anticipée comme meilleure, et constitue donc un moyen relativement risqué pour

financer la consommation à la date 2 (d’oùL < 0).

Les résultats ci-dessus sont obtenus à partir d’une inégalité contraignant la distribution de prob-

abilité de l’espérance de l’utilité marginale à la date 2, conditionnelle à la réalisation de l’état à

la date 1. Dans le cadre de ce modèle, il est possible d’exhiber certaines configurations de con-

sommation et de croyances quiimpliquentcette inégalité, et ainsi d’établir un lien direct entre les

propriétés stochastiques de la consommation et le scénario courant.

Après division par le coefficientη > 0, l’équation (3.15) s’exprime sous la forme

π3u
′(c3) + π4u

′(c4) < π5u
′(c5) + π6u

′(c6). (3.17)

Cette relation signifie qu’à la date 1, dans l’état 1, l’individu juge la consommation à la date 2

comme étantmoins attiranteque s’il s’était trouvé dans l’état 2. En d’autres termes, l’individu

considère qu’à la date 1 l’incertitude à laquelle il aura à faire face lui sera plus favorable s’il se

trouve dans l’état 1.

3.3.2 Trois configurations significatives

Ce jugement synthétique, porté par l’individu sur les perspectives qui s’offrent à lui à partir de

l’état 1 et 2, est conservé dans trois configurations significatives.

Première configuration

La contrainte-clef de cette configuration, représentée par le graphe n◦3, estc3 > c6. Pour améliorer

la lisibilité des graphes, seules les variables contraintes sont indiquées. Le signe des primes est

porté en haut à droite.
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Graphe n◦3

Les inégalités définissant cette configuration peuvent être exprimées sous la forme(c5 < c6) <

(c3 < c4). La situation après l’état 1 estdans tous les casmeilleure, en terme de niveau de

consommation, qu’après l’état 2. Les perspectives de consommation sont donc sans ambiguïté

jugées globalement meilleures dans l’état 1, et la consommation à la date 2 (marginalement) moins

attirante.

Graphiquement, cette situation très simple peut être illustrée par le schéma n◦10. Sur ce schéma, la

courbe d’utilité marginale, soumise àu′′(c) < 0, est décroissante. Sa forme convexe n’est pas liée

aux hypothèses du modèle. La fonction qui associeπ3c3+π4c4 à E1
(
u′(c̃2)

)
pour toute probabilité

π3 est représentée par le segment de droiteA3A4. Pour une valeur deπ3 donnée, le segment est

touché au pointB3 telle qu’une proportionπ3 de la longueur de ce segment se trouve à droite de

B3. Les pointsA5, A6 etB5 sont définis de manière similaire.

Clairement, quels que soientπ3 et π5, l’ordre dans lequel sont rangées les abscisses impose,

compte tenu de la décroissance stricte deu′(c), le respect de l’équation (3.17). Formellement,

ceci se démontre très simplement :(i) c5 < c6 impliqueu′(c5) > u′(c6) car l’utilité marginale est

strictement décroissante, soit encore0 < u′(c5)− u′(c6). Multipliant par le scalaireπ5 ≥ 0, puis

ajoutantu′(c6) aux deux membres, il vientu′(c6) ≤ π5u
′(c5)+ (1−π5)u′(c6). (ii) Partant main-

tenant dec3 < c4, une procédure similaire permet d’obteniru′(c3) ≥ π3u
′(c3) + (1− π3)u′(c3).

(iii) c6 < c3 impliqueu′(c6) > u′(c3). Croisant les trois relations ci-dessus, on obtient bien (3.17).
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Schéma n◦10 : Un cas simple de corrélation négative.

Sur ce cas simple, on peut également montrer, selon un procédé identique, queπ3u(c3)+π4u(c4) >

π5u(c5) + π6u(c6), c’est-à-dire que l’utilité accordée à la « loterie » disponible dans l’état 1 est

supérieure à celle disponible dans l’état 2.

En résumé, cette configuration est telle que la consommation soit toujours plus forte après une

période de faible consommation qu’après une période de forte consommation.

Deuxième configuration

Le graphe n◦4 indique les contraintes suivantes :c3 > c5, c4 > c6 etπ3 = π5.14

Du point de vue de la consommation, cette configuration est moins restrictive que la précédente.

Elle impose simplement que les états successeurs de l’état pauvre 1 soient toujours meilleurs que

les états correspondants, successeurs de l’état riche 2 (le mauvais état 3 est meilleur que le mauvais

état 5, et le bon état 4 est meilleur que le bon état 6).

La nécessité d’imposer dans ce cas une contrainte sur les croyances apparaît en examinant de nou-

veau le schéma n◦10. La présente configuration autorise une inversion de l’ordre des abscissesc6

et c3, c’est-à-dire une situation telle que l’éventualité pauvrec3, suivant l’état 1, reste plus pau-

14Cette dernière contrainte est implicite sur le schéma, du fait de l’indicationπ portée sur les branches hautes à la
date 2.
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vre que la meilleure possibilité après l’état 2. Sans contrainte sur les croyances, il est possible que

l’individu juge plus favorablement l’incertitude à laquelle il fait face dans l’état 2 : il suffit de poser

que l’issue défavorable après l’état 1 soit (suffisamment) probable, et que l’issue défavorable après

l’état 2 soit (suffisamment) improbable. Sur le schéma, les ordonnées E1
(
u′(c̃2)

)
et E2

(
u′(c̃2)

)
se

croisent alors, renversant le jugement le l’individu.

La contrainteπ3 = π5 interdit un tel renversement.

Dans l’économie ici décrite, une issue défavorable à la date 1 s’accompagne d’une améliora-

tion générale des perspectives, exprimée par un « glissement vers le haut » des consommations

possibles.

Troisième configuration

Le graphe n◦5, correspondant à cette configuration, indique que les issues sont identiques dans

l’état 1 et dans l’état 2, et que seules les probabilités changent. L’issue défavorable (c−) dans

l’état 1 est moins probable (π−).

Le schéma n◦11, équivalent du schéma n◦10 pour cette configuration, montre immédiatement

qu’il n’y peut pas y avoir d’ambiguïté sur le résultat. Commeπ− < π+, B+ est à gauche de

B− sur le segmentA−A+, et donc E1
(
u′(c̃2)

)
< E2

(
u′(c̃2)

)
. Formellement,π− < π+ implique
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Schéma n◦11 : Un autre cas simple de corrélation négative.
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π−(u′(c−) − u′(c+)) < π+(u′(c−) − u′(c+)) carc− < c+ impliqueu′(c−) > u′(c+). Ajoutant

u′(c+) aux deux membres, on obtientπ−u′(c−)+(1−π−)u′(c+) < π+u′(c−)+(1−π+)u′(c+),

ce qui est bien l’adaptation de (3.17) au cas ici traité.

Dans cette troisième configuration, les événements à la date 2 ne dépendent pas de l’état à la

date 1, mais la survenance d’un état défavorable à cette date augmente la probabilité d’une bonne

issue et diminue la probabilité d’une mauvaise issue : il y a distorsion des probabilités en faveur

de l’état 1.

3.4 le cas de « corrélation positive »

Compte tenu des conventions adoptées, la corrélation positive entre l’utilité marginale de la con-

sommation à la date 1 et l’espérance conditionnelle de l’utilité marginale à la date 2 s’exprime par

u′(c1) > u′(c2) et E1
(
u′(c̃2)

)
> E2

(
u′(c̃2)

)
.

3.4.1 Effet richesse et effet information

Les deux inégalités ci-dessus signifient que l’occurrence d’un mauvais état à la date 1 conduit les

individus à réviser à la hausse la satisfaction marginale qu’ils pensent pouvoir atteindre à la date 2.

La distribution de probabilité du taux d’intérêt à la date 1,

1 + r̃1 =





1 + r1 = u′(c1)/E1
(
u′(c̃2)

)
avec une probabilitéπ1

1 + r2 = u′(c2)/E2
(
u′(c̃2)

)
avec une probabilitéπ2.

(3.18)

montre bien que la relation entrer1 et r2 est ambiguë, et donc que le scénario courant est indéter-

miné.

Ceci s’explique aisément en terme de consommation : si, par exemple, l’économie se trouve dans

le mauvais état à la date 1, l’utilité marginale de la consommation à cette date est forte, et la con-

sommation est donc fortement désirée. Mais, du fait de la corrélation positive, l’individu prévoit

une utilité marginale forte à la date 2, et la consommation à la date 2 est donc également fortement

désirée. Un individu est donc soumis à deux forces contradictoires : la première l’incite à avancer

sa consommation, la deuxième à la retarder. Pour savoir si le taux d’intérêt dans l’état 1 est plus ou
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moins élevé que dans l’état 2,il est donc nécessaire d’imposer la domination d’une de ces forces

sur l’autre.

L’identification préalable de ces deux forces peut être réalisée en analysant précisément les effets

de la découverte de l’état à la date 1.

En premier lieu, la révélation de cet état apporte une information à un individu sur l’instant présent

(la date 1), dans la mesure où elle transforme une situation jugée incertaine (du point de vue de

la date 0) en une situation certaine. En d’autres termes, la révélation de sa richesse soulage un

individu du fait qu’elle lui permet d’y voir plus clair sur la date 1.

Parce que cet individu est ici directement intéressé par le contenu « brut » de l’information qui

arrive à la date 1, nous appellerons « effet richesse » les conséquences de cet apport d’information

sur la date 1.15

En second lieu, l’état réalisé à la date 1 peut représenter une information sur le futur. Cette infor-

mation est utilisée par l’individu pour réviser ses croyances, précédemment établies, quant à l’état

qui pourrait survenir à la date 2, et permet donc de transformer une situation « très incertaine » en

situation « moins incertaine ». En d’autres termes, la révélation de sa dotation est appréciée par

l’individu parce qu’elle lui permet d’y voir un peu plus clair sur la date 2.16

Ici, l’individu n’est pas directement intéressé par le contenu brut de l’information à la date 1 (c’est-

à-dire par le fait que sa dotation se révèle êtrec1 ou c2), mais par les conclusions qu’il peut en

tirer quant à ses dotations futures. Le mécanisme fondamental est ici larévision des anticipations,

suite à l’arrivée d’une information sur le futur, et nous qualifierons « d’effet information » l’effet

induit par l’information arrivée à la date 1 sur la date 2.

Les conséquences de la domination de chacun de ces deux effets sont analysées ci-après.

3.4.2 Domination de l’effet richesse et scénario hicksien

Lorsque l’effet richesse domine l’effet information, l’information qui arrive à la date 1 concerne

« avant tout » la date 1.

15Day [1986] utilise le qualificatif « d’effet dotation ». Dans la mesure où un effet similaire sera examiné dans la
cadre d’une économie de production, nous préférons utiliser « effet richesse ».

16Ceci pourrait être, par exemple, associé à la publication d’un indicateur avancé des conditions économiques futures.
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Aux yeux d’un individu, la réalisation de l’état à la date 1 apporte une information importante

sur sa situation actuelle, et il juge donc sa situation très différente de celle qui aurait prévalu s’il

s’était trouvé dans l’autre état. Si, par exemple, l’état courant est l’état 1, il ne se considère pas

pauvre, mais véritablementtrès pauvre. Son utilité marginale est donc très forte dans l’état 1, et il

est fortement attiré par la consommation présente.

Face à cela, il modifie ses anticipations dans le sens d’une dégradation des perspectives de consom-

mation, conformément à l’hypothèse de corrélation positive. Mais cette dégradation reste modeste,

et en tous caspas assez importante pour qu’à ses yeux la consommation dans l’état 2 apparaisse

plus attirante que la consommation dans l’état 1.

Comme l’accroissement de l’attirance pour le présent l’emporte sur l’accroissement de l’attirance

pour le futur, l’état défavorable 1 est sans ambiguïté un état dans lequel le taux court est élevé.

De ce point de vue, la situation est identique à celle qui prévalait dans le cas de corrélation négative,

et on obtient bienS < 0. Par contre, l’incertitude qui suit l’état 1 est ici jugée défavorablement par

l’individu. Dans cet état, il considère que le futur apportera globalement des satisfactions faibles, et

la consommation à la date 2 est donc appréciée. Comme le taux à la date 1 est fort, l’investissement

renouvelé offre de hauts rendements à la date 2. On a doncL > 0.

Ainsi, lorsque l’utilité marginale de la consommation à la date 1 est positivement corrélée à

l’espérance conditionnelle de l’utilité marginale à la date 2, la domination de l’effet richesse joue

en faveur du scénario hicksien.

Il n’est pas facile de trouver des configurations précises de consommation et de croyances qui

impliquent ce scénario. Par contre, on peut évoquer une configuration qui isole l’effet richesse.

Celle-ci est représentée par le graphe n◦6.

À la date 1, la structure de l’incertitude à laquelle doit faire face l’individu ne dépend pas de l’état

courant. En d’autres termes, la réalisation de l’état à la date 1 n’apporte aucune information sur

l’état futur, et les croyances ne sont donc pas révisées.

Définition 1 L’effet richesse « pur » désigne les conséquences, sur le signe des primesL et S, à

la date 0, de l’incertitude qui plane sur l’état à la date 1, lorsque cet état n’est pas susceptible

d’apporter une information sur la date 2, c’est-à-dire lorsque l’issue de l’état 3 est égale à l’issue

de l’état 5, et l’issue de l’état 4 est égale à l’issue de l’état 6.
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Bien que ce cas ne soit pas un cas de corrélation positive (Em
(
u′(c̃2)

)
est ici non-aléatoire),

il permet de montrer que l’effet richesse « pur » impose la négativité de la prime de solidité :

introduisant E1
(
u′(c̃2)

)
= E2

(
u′(c̃2)

)
dans la distribution (3.11) et considérant (3.12), il vient

Cov
(
1/(1 + r̃1), u′(c̃1)

)
< 0 et doncS < 0. Par ailleurs, il est évident queL = 0.

Le mécanisme à l’œuvre peut être résumé de la façon suivante :à avenir inchangé, les individus

qui se trouvent dans une économie déprimée accordent beaucoup d’importance au peu de richesse

qu’ils détiennent, et n’accepterons de s’en séparer qu’en contrepartie d’une rémunération élevée.

Pour retrouver le scénario hicksien à partir de cette configuration, il faut y introduire une cor-

rélation positive « suffisamment petite ». Pour préciser ce qualificatif, on utilise une condition

nécessaire et suffisante pour que ce scénario soit actif lorsqueu′(c̃1) est positivement corrélé à

Em
(
u′(c̃2)

)
, sous la conventionc1 < c2. D’après les distributions (3.8), (3.9), (3.11) et (3.12),

cette condition est

u′(c1)
{
π5u

′(c5) + π6u
′(c6)

}
> u′(c2)

{
π3u

′(c3) + π4u
′(c4)

}
. (3.19)

3.4.3 Domination de l’effet information et scénario anti-hicksien

À l’inverse du cas précédent, la réalisation de l’état à la date 1 informe peu l’individu sur sa

situation présente, mais résout efficacement l’incertitude qui planait sur sa situation à la date 2.
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Dans l’état 1, l’individu considère que sa situation présente est plutôt mauvaise, ce qui accroît

légèrement son attirance pour le présent. Par contre, il révise ses anticipations dans le sens d’une

très nette dégradation de sa situation future, ce qui le motive fortement pour retarder sa consom-

mation. Au total, le taux d’intérêt sera plus faible dans l’état pauvre que dans l’état riche.

Le bon long, revendu précocement, apporte des rendements élevés dans un état pauvre et con-

stitue donc une protection pour la consommation à la date 1 (S > 0). L’investissement renouvelé

procure quant à lui des rendements faibles à la date 2, lorsque la situation à cette date est prévue

défavorable. Le bon court est dangereux pour la consommation à la date 2 (L < 0). Le scénario

courant est anti-hicksien : le bon long est sans ambiguïté l’instrument le plus sûr.

Ainsi, lorsqu’il existe une corrélation positive entre l’utilité marginale à la date 1 et l’espérance

conditionnelle de l’utilité marginale à la date 2, la domination de l’effet information joue en faveur

du scénario anti-hicksien.

Comme précédemment, l’effet dominant peut être isolé sur des configurations typiques. Les deux

configurations qui suivent sont telles que la réalisation de l’état à la date 1 puisse être interprété

sans ambiguïté par les individus comme une « mauvaise » ou une « bonne » nouvelle.

Définition 2 L’effet information « pur » désigne les conséquences, sur le signe des primesL et

S, à la date 0, de l’incertitude qui plane sur l’état à la date 1, lorsque cet état est uniquement

susceptible d’apporter une information sur la date 2, c’est-à-dire lorsque, d’une part, l’issue de

l’état 1 est égale à l’issue de l’état 2, et, d’autre part, l’issue de l’état 3 est différente de l’issue

de l’état 5, ou l’issue de l’état 4 est différente de l’issue de l’état 6, ou encore la probabilité de

l’état 3 est différente de celle de l’état 5.

Le graphe n◦7 présente la première de ces configurations. La consommation à la date 1 n’est pas

aléatoire, et la réalisation de l’état à cette date n’apporte ainsi aucune information nouvelle sur

cette date. L’apport d’information sur la date 2 est modélisé par une dégradation systématique des

niveaux de consommation possibles après l’état 1 (relativement aux niveaux possibles correspon-

dants après l’état 2).

On montre aisément que1 + r1 < 1 + r2 et E1
(
u′(c̃2)

)
> E2

(
u′(c̃2)

)
. Comme, d’autre part,

u′(c1) = u′(c2), il vient immédiatementL < 0 etS = 0. L’effet information joue ici négativement

sur la prime de liquidité.
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Le mécanisme fondamental à l’œuvre peut être résumé de la façon suivante : à situation présente

inchangée, une dégradation des perspectives futures tend à apprécier la consommation future au

détriment de la consommation présente, et pousse donc à la baisse le taux d’intérêt.

Dans la deuxième configuration, représentée par le graphe n◦8, l’apport d’information est mod-

élisé par une augmentation, à la date 1, de la probabilité d’occurrence de l’issue défavorable.

Indubitablement, la survenance de l’état 1 constitue une mauvaise nouvelle pour les individus, et

les résultats sont donc identiques à ceux obtenus sur la configuration précédente.

Pour maintenant obtenir de nouveau le scénario anti-hicksien, une « petite » corrélation positive

doit être introduite dans ces deux configurations. La condition définissant le terme « petite » est

simplement l’inverse de (3.19).

3.5 Conclusion

Ainsi s’achève cette étude de la détermination des primes dans le cadre d’une économie d’échange

pure.

Dans un premier temps, le modèle général à trois dates a été particularisé, en contraignant les états

de la nature et leur succession dans le temps. Il a été imposé que seuls deux états puissent survenir

après un état non-terminal. Ces simplifications, sans remettre en cause la richesse du modèle à
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trois dates, on permit d’exhiber l’expression simple et détaillée des lois de distribution impliquées

dans la détermination du signe des primes : l’utilité marginale de la consommation à la date 1, le

taux d’intérêt court à cette même date, et l’espérance conditionnelle de l’utilité marginale de la

consommation à la date 2.

Sur les bases de ce modèle binomial, les liens entre distribution de la consommation et scénario

de prime ont pu être examinés. Il est apparu qu’un premier facteur déterminant était le signe de la

corrélation entre l’utilité marginale à la date 1 et l’espérance de l’utilité marginale à la date 2.

Sous hypothèse de corrélation négative, le scénario actif s’est avéré être le scénario d’habitat

préféré. Dans trois cas significatifs, il a été possible de relier ce scénario à une configuration

particulière de l’évolution de la consommation au cours du temps.

L’hypothèse de corrélation positive, insuffisante pour déterminer sans ambiguïté le scénario actif,

a dû être complétée. Il s’est avéré que le scénario dépendait, de façon cruciale, de la puissance

relative de deux effets.

Le premier, baptisé « effet richesse », a été interprété comme l’effet d’une révélation de la richesse

à la date 1 n’apportant aucune précision sur la date 2. Sous sa forme « pure », il a été associé à une

configuration (graphe n◦6). Toujours sous hypothèse de corrélation positive, Il a été montré qu’en

cas de domination de l’effet information, le scénario actif était le scénario hicksien.
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signe de la corr. entre effet dominant
u′(c̃1) et Em

(
u′(c̃2)

)
richesse information

scénario d’habitat préféré
− (L < 0 etS < 0)

graphes n◦3, n◦4 et n◦5
effet richesse « pur » effet information « pur »

0 (L = 0 etS < 0) (L < 0 etS = 0)
graphe n◦6 graphes n◦7 et n◦8

scénario hicksien scénario anti-hicksien
+ (L > 0 etS < 0) (L < 0 etS > 0)

Tableau n◦1 : Scénario de primes en économie d’échange pure.

Le deuxième, appelé « effet information », a été associé au processus de révision des anticipations

induit par la réalisation de l’état à la date 1, à richesse constante. Deux configurations (graphe n◦7

et n◦8) ont permis de l’isoler. Il s’est avéré qu’en cas de corrélation positive, l’effet information

jouait en faveur du scénario anti-hicksien.

Ces résultats sont reportés dans le tableau n◦1.
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Section 4 Scénario de primes et production

4.1 Introduction

Lorsque les droits contingents constituent les seuls instruments d’allocation du risque, l’hypothèse

d’homogénéité des agents conduit l’évolution de la consommation, au cours du temps, à épouser

parfaitement celle des dotations exogènes. Il devient alors licite de raisonner directement à partir

des propriétés stochastiques de la consommation.

Cette approche est clairement insuffisante lorsqu’il s’agit d’analyser la structure des taux. L’exclusion

de la production obère une dimension importante du phénomène de l’intérêt : la productivité

physique du capital.

Pour pallier cette insuffisance, il est nécessaire d’offrir aux agents, outre la possibilité desubstituer

ses consommations au moyen de l’échange, la possibilité detransformerdes biens présents en

biens futurs, grâce à l’investissement productif. Le modèle ainsi obtenu est, de ce fait, beaucoup

plus riche, mais aussi beaucoup plus complexe : en particulier, la consommation y est déterminée

de façon totalement endogène.

L’introduction de la production dans un modèle d’économie d’échange pose le problème de l’interaction

entre les conditions de la transformation physique des biens et la structure de l’incertitude qui af-

fecte l’économie. De ce point de vue, deux options sont envisageables.

L’option la plus simple consiste à considérer que l’investissement productif n’est qu’un moyen

supplémentaire, mis à la disposition d’un agent pour allouer optimalement les risques induits

par l’aléa de ses dotations. Dans ce contexte, la technologie de production n’est pas aléatoire,

et l’individu sait parfaitement dans quelles conditions il peut et pourra transformer des biens.

Dans une telle économie, qui n’est plus une économie d’échange pure, l’aléa fondamental reste

néanmoins celui des dotations.17

L’option la plus complexe, mais aussi la plus réaliste, consiste à supposer que la technologie de

production est la source ultime d’aléa dans l’économie. L’incertitude sur la production remplace

ici l’incertitude sur les dotations. Dans ce cas, l’économie devient une véritableéconomie de pro-

17Le prolongement de la métaphore précédemment utilisée pourrait être le suivant : Robinson Crusoe est maintenant
autorisé à stocker les fruits (des noix de coco ?) qui tombent en quantité aléatoire de son arbre. Ce stockage peut
entraîner des pertes, mais celles-ci sont parfaitement connues à l’avance.
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ductionen univers incertain.

La première des deux options ci-dessus, définit une économie qui associe une caractéristique

importante de l’économie d’échange (les dotations aléatoires) et de l’économie de production

(l’investissement physique). Pour cette raison, nous la baptisons « économie intermédiaire ».

Il est utile d’examiner le problème de la détermination des primes dans le cadre d’une telle

économie, dans la mesure où cet examen permettra d’évaluer par la suitel’apport spécifiquedes

aléas de production.

Le problème des primes en économie intermédiaire a été abordé par Woodward, dans la dernière

section principale de son brillant article de 1983. Bien que les résultats obtenus soient assez in-

tuitifs, son étude reste insatisfaisante. Woodward examine les effets de la production intertem-

porelle, mais ne démontre pas formellement ses conclusions, et préfère illustrer son propos à partir

d’exemples numériques.Ceci ne serait pas gênant si ses conclusions n’étaient pas, elles-mêmes,

exprimées en des termes formels, sous la forme d’une identification précise du signe des primesL

etS.

La première sous-section ci-après a pour objectif de réexaminer les résultats de Woodward dans

le cadre formel du modèle binomial. Nous démontrons qu’ils sont essentiellement valides, mais

susceptible de dépendre de l’hypothèse d’une technologie unique, qui fait de l’investissement pro-

ductif un instrument relativement inefficace de gestion du risque.

Dans la seconde sous-section, nous étendons les résultats de Woodward au cas d’une économie

intermédiaire dans laquelle l’investissement constitue un moyen performant d’allocation de la

consommation.

Enfin, dans la troisième sous-section, nous examinons le problème des primes dans le cadre d’une

économie où l’incertitude est créée par des aléas technologiques. Sur ce point, nous réutilisons

les travaux de Benninga et Protopapadakis [1986] concernant la prime de solidité. Sur la base des

résultats établis précédemment, nous étendons cette étude à la prime de liquidité.
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4.2 L’analyse des résultats de Woodward

Woodward se place dans le cadre d’une économie intermédiaire à un seul bien, dans laquelle

il n’existe qu’une seule technologie de production. Le rendement marginal d’un investissement

productif est entièrement déterminé par le montant investi, et décroît avec celui-ci. Elle développe

ensuite son analyse à partir de deux cas polaires.

Ses résultats peuvent être résumés de la façon suivante.

Cas n◦1 : Il est supposé que les croyances des individus ne sont, en aucune manière, affectées

par la survenance de l’état à la date 1. Plus la dotation à cette date se révélera forte, plus sera fort

l’investissement, et plus sera forte la consommation anticipée à la date 2. Avec une technologie à

rendements décroissants, un fort investissement signifie un faible taux d’intérêt. Woodward affirme

donc queL > 0 etS < 0.

Cas n◦2 : La dotation à la date 1 n’est pas aléatoire, et la réalisation de l’état à cette date apporte

une information sur la date 2. Plus la nouvelle sera mauvaise, plus l’individu investira afin de

répartir le risque de consommation entre la date 1 et la date 2. La dotation étant fixe à la date 1, le

surcroît d’investissement induit une diminution de la consommation. Le taux d’intérêt étant donc

faible dans un état pauvre, Woodward en déduit queL < 0 etS > 0.

Dans la terminologie adoptée ici, le cas n◦1 est un cas d’effet richesse pur, et le cas n◦2 un cas

d’effet information pur. Ces résultats sont formalisés dans le cadre du modèle binomial.

4.2.1 Le modèle et les équations optimales

Pour ce faire, l’incertitude qui affecte l’économie est ici représentée par le graphe n◦9. Sur ce

graphe, les dotationsc0, · · · , c6 remplacent les consommationsc0, · · · , c6, maintenant endogènes.

À chaque date, l’individu reçoit une dotation. Cette dotation est partagée entre consommation et

investissement. À la date 2, elle est entièrement consommée.

Soit ki, pouri = 0, · · · , 2, l’investissement réalisé lorsque l’individu se trouve dans l’étati. Soit

q(.) la fonction de production. Un investissementk à une date donnée rapporteq(k) à la date
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suivante. Cette fonction est soumise àq′(.) > 0 etq′′(.) < 0 pour signifier que le produit marginal

est toujours positif mais décroissant avec l’investissement.

L’individu représentatif, adverse au risque, cherche à maximiser

E
(
V (c0, c̃1, c̃2)

)
= u(c0) +

η {π1u(c1) + π2u(c2)}+ (4.1)

η2π1 {π3u(c3) + π4u(c4)}+ η2π2 {π5u(c5) + π6u(c6)} .

À l’équilibre, ses contraintes de budget s’écrivent

c0 = c0 − k0

c1 = c1 + q(k0)− k1

c2 = c2 + q(k0)− k2

c3 = c3 + q(k1)
c4 = c4 + q(k1)
c5 = c5 + q(k2)
c6 = c6 + q(k2).

(4.2)

Par la suite, (4.2-i) désignera l’équation du système (4.2) dont le membre gauche estci.
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Les conditions du premier ordre sont

1
q′(k0) = p1 + p2

1
q′(k1) = p3 + p4

1
q′(k2) = p5 + p6 (4.3)

où les prix d’étatp1 àp6 sont donnés par (3.4). Ces conditions permettent d’écrire

1 + r0 = q′(k0) 1 + r1 = q′(k1) 1 + r2 = q′(k2). (4.4)

Ainsi, dans chaque état, le taux d’intérêt d’équilibre (plus un) est égal au produit marginal de

l’investissement optimal, c’est-à-dire à l’inverse du taux marginal de transformation entre biens

aujourd’hui et biens demain. Ce résultat confirme, s’il en était besoin, la filiation de ce modèle

avec la théorie standard de l’intérêt.

Les démonstrations ci-après utilisent, d’une part, les contraintes (4.2-0) à (4.2-6), et d’autre part,

l’équation

q′(k1)
q′(k2)

=
u′(c1)
u′(c2)

× π5u
′(c5) + π6u

′(c6)
π3u′(c3) + π4u′(c4)

, (4.5)

déduite de (4.3) et des prix d’étatp3 àp6.

4.2.2 L’effet richesse

Dans le contexte de ce modèle, la configuration qui isole l’effet richesse pur est représentée par le

graphe n◦10. Les contraintes de budget sont

c0 = c0 − k0

c1 = c1 + q(k0)− k1

c2 = c2 + q(k0)− k2

c3 = c− + q(k1)
c4 = c+ + q(k1)
c5 = c− + q(k2)
c6 = c+ + q(k2).

(4.6)

Le scénario courant est spécifié dans le théorème suivant :
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Théorème 1 Lorsque seul l’effet richesse joue dans l’économie décrite ici, l’utilité marginale de

la consommation à la date 1 est positivement corrélée à l’espérance conditionnelle de l’utilité

marginale à la date 2, et le scénario hicksien est actif.

Preuve :

Dans un premier temps, on démontre par l’absurde quec1 < c2.

Posons doncc1 ≥ c2. Considérant quec1 < c2, les contraintes de budget (4.6-1) et (4.6-2) per-

mettent de déduirek1 < k2. Avec (4.6-3) et (4.6-5),k1 < k2 implique c3 < c5. De même,

(4.6-4) et (4.6-6) induisentc4 < c6. On montre maintenant que cette situation est incompatible

avec l’équation (4.5). Dek1 < k2 on déduitq′(k1)/q′(k2) > 1 carq′(.) est strictement décrois-

sante. Selon le même principe, on obtient facilementu′(c3) > u′(c5), u′(c4) > u′(c6), et donc

πu′(c3) + (1 − π)u′(c4) > πu′(c5) + (1 − π)u′(c6). Le deuxième terme du membre droit de

(4.5) est donc strictement inférieur à l’unité. Mais, commec1 ≥ c2 impliqueu′(c1)/u′(c2) ≤ 1, le

membre droit est strictement inférieur à l’unité, ce qui est contradictoire avec le signe obtenu pour

le membre gauche. Il est donc vrai quec1 < c2.

À partir de ce résultat, on montre quek1 < k2.

Si k1 ≥ k2, alorsc3 ≥ c5 par (4.6-3) et (4.6-5). Il vient alorsπu′(c3)+(1−π)u′(c4) ≤ πu′(c5)+

(1−π)u′(c6). Commec1 < c2 impliqueu′(c1)/u′(c2) > 1, le membre droit de (4.5) est supérieur
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à l’unité. Maisk1 ≥ k2 implique également que le membre gaucheq′(k1)/q′(k2) est inférieur ou

égal à l’unité, ce qui est clairement contradictoire. Il est donc vrai quek1 < k2.

On peut maintenant étudier les termes qui déterminent le signe deL et deS.

De c1 < c2, on déduitu′(c1) > u′(c2). Utilisant (4.4),k1 < k2 implique 1 + r1 > 1 + r2.

Mais, par les contraintes de budget (4.6-3) à (4.6-6),k1 < k2 permet également d’affirmer

que E1
(
u′(c̃2)

)
> E2

(
u′(c̃2)

)
. Ainsi, u′(c̃1) est positivement corrélé à Em

(
u′(c̃2)

)
. Examinant

l’expression des primes donnée en (3.7) et (3.10) page 270, on voit queL > 0 et S < 0, et le

scénario courant est donc le scénario hicksien.

CQFD.

La situation est bien celle décrite dans le cas n◦1 de Woodward. À perspectives d’avenir in-

changées, une faible richesse dans l’état 1 (c1 < c2) conduit l’individu à réduire à la fois sa

consommation et son investissement (c1 < c2 et k1 < k2). Cette faiblesse de l’investissement

implique, d’une part, un taux court élevé (1 + r1 > 1 + r2), mais aussi, d’autre part, des per-

spectives de consommation réduites (c3 < c5 et c4 < c6) et une utilité marginale espérée forte

(E1
(
u′(c̃2)

)
> E2

(
u′(c̃2)

)
).

L’effet richesse tend donc à associer situation présente (et future) déprimée et taux d’intérêt élevé.

L’investissement court renouvelé est particulièrement apprécié pour financer la consommation à la

date 2 (L > 0), et l’investissement long liquidé précocement particulièrement peu apprécié pour

financer la consommation à la date 1 (S < 0).

Par contraste avec une économie d’échange, le scénario hicksien est obtenu sans imposer une cor-

rélation positive entreu′(c̃1) et Em
(
u′(c̃2)

)
. Cette corrélation positive est créée de façon totalement

endogène, alors même que les dotations à la date 1 et à la date 2 sont indépendantes. Par effet de

richesse, l’introduction d’une opportunité de production induit une corrélation sérielle positivede

la consommation: un état de faible consommation tend à suivre un état de faible consommation.

Bien que ces résultats soient assez intuitifs, un point particulier de l’analyse mérite tout de même

quelques précisions : la politique de consommation à la date 1 (c1 < c2) ne dépend pas des

probabilitésπ1 et π2, accordées respectivement aux états 1 et 2. Pourtant, un agent rationnel,

au sens de Von Neumann-Morgenstern, évalue une situation incertaine en pondérant l’utilité des

issues par leur probabilité. Siπ1 est suffisamment fort, cet individu va souhaiter transférer de la
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consommation de l’état 2, peu probable, vers l’état 1, très probable.

Dans le cadre de ce modèle, cette opération est absolument impossible : l’individu (représenta-

tif) ne pouvant réaliser aucun transfert en achetant ou vendant des droits contingents, son seul

instrument d’allocation est l’investissement productif. Or, tel qu’il est défini ici, cet instrument

permet uniquement de transférer de la consommation entre les différentes dates du modèle, et non

entre les différents états d’une même date : un investissement réalisé dans un certain état procure

à la date suivante des rendements identiques, quel que soit l’état alors réalisé.

4.2.3 L’effet information

Le cas n◦2 de Woodward est plus difficile à analyser, du fait qu’une « mauvaise nouvelle » peut

être définie de diverses façons.

Un effet information pur est tel quec1 = c2 = c. Les contraintes de budget sont donc, à l’équilibre,

c0 = c0 − k0

c1 = c + q(k0)− k1

c2 = c + q(k0)− k2

c3 = c3 + q(k1)
c4 = c4 + q(k1)
c5 = c5 + q(k2)
c6 = c6 + q(k2).

(4.7)

Dans un premier temps, on démontre le théorème suivant :

Théorème 2 Lorsque seul l’effet information joue dans l’économie décrite ici, l’utilité marginale

de la consommation à la date 1 est positivement corrélée à l’espérance conditionnelle de l’utilité

marginale à la date 2, et le scénario actif est le scénario anti-hicksien.

Preuve :

On démontre d’abord la corrélation positive. D’après les contraintes de budget (4.7-1) et (4.7-2),

une inégalité stricte entrec1 et c2 induit une inégalité stricte, de sens opposée, entrek1 et k2.

Donc, sic1 < c2, u′(c1) > u′(c2) mais aussiq′(k1) < q′(k2). Le respect de (4.5) impose alors

E1
(
u′(c̃2)

)
> E2

(
u′(c̃2)

)
. Les inégalités sont renversées si on part dec1 > c2. La corrélation entre

u′(c̃1) et Em
(
u′(c̃2)

)
est positive.

294



Chapitre 4 : effet richesse et effet information

Pour justifier le scénario, on remarque que sic̃1 covarie négativement avec̃k1 (l’investissement

à la date 1), alorsu′(c̃1) covarie négativement avecq′(k̃1). D’après (4.4),u′(c̃1) covarie donc

négativement avec le taux d’intérêt1 + r̃1, et positivement avec le prix1/(1 + r̃1). On a donc

S > 0. Comme, par ailleurs,u′(c̃1) covarie positivement avec Em
(
u′(c̃2)

)
, cette dernière variable

covarie négativement avec1 + r̃1 et ainsiL < 0.

CQFD.

Il s’agit bien des conclusions du cas n◦2 de Woodward. Le théorème prouve que l’effet infor-

mation pur joue en faveur du scénario anti-hicksien, quelle que soit la configuration de dotations

ou de croyances utilisée pour représenter cette information. Comme précédemment, la production

intertemporelle crée une corrélation positive entreu′(c̃1) et Em
(
u′(c̃2)

)
.

À l’inverse de l’effet richesse, l’effet information tend à associer situation présente (et future)

déprimée et taux d’intérêt faible. Le bon long est alors considéré comme l’instrument sûr.

Le point clef du raisonnement tient ici aurenversement de la politique de consommation et d’investissement,

opérée en réaction à l’information arrivée à la date 1 : si l’individu consomme plus alors il investira

moins, et inversement. Ceci montre que l’agent transfère de la consommation entre la date 1 et la

date 2 de façon à repartir au mieux le risque d’une nouvelle défavorable.18

Par contraste avec la situation précédente, l’agent ne gère pas, à la date 1, une richesse qui varie,

mais utilise sa richesse pour gérer au mieux le risque d’une information défavorable.

Le théorème montre bien que l’agent cherche à gérer ce risque, mais, l’information étant pour

l’instant indéfinie,il n’indique pas la façon précise dont il va procéder. On pourrait s’attendre à

ce que l’étude des configurations d’effet information pur, similaires à celles examinées précédem-

ment (graphes n◦7 et n◦8), permette de lever cette imprécision. En effet, ces configurations mod-

élisent l’arrivée de messages qui sont sans ambiguïté considérés comme de « bonnes » ou de

« mauvaises » nouvelles.

Pourtant, des imprécisions subsistent.

Dans la première configuration, le message à la date 1 annonce une dégradation systématique des

18Comme le signale Woodward, la consommation à la date 1 devient de ce fait aléatoire, bien que la dotation à cette
date ne le soit pas.
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issues. Le graphe correspondant est le graphe n◦11. On montre dans ce cas quec1 < c2. En effet,

c1 ≥ c2 impliquek1 ≤ k2 par (4.7-1) et (4.7-2), qui entraîne à son tourc3 < c5 et c4 < c6 par

(4.7-3) à (4.7-6). Ces résultats contredisent (4.5).

L’inégalité c1 < c2 impliquek1 > k2 et E1
(
u′(c̃2)

)
> E2

(
u′(c̃2)

)
. On sait donc que l’individu

retarde sa consommation en cas de mauvaise nouvelle, mais on ne peut déterminer si la nouvelle

est assez mauvaise pour que, malgré ce transfert, l’individu consomme systématiquement moins

après l’état 1.19 Comme il est possible d’avoirc3 < c5 et c4 > c6, ou encorec3 > c5 et c4 < c6,

on ne peut ici affirmer que la consommation est sériellement corrélée.

Si la mauvaise nouvelle s’exprime par un glissement défavorable des probabilités, comme dans le

graphe n◦12, l’indétermination est encore plus grande.

Deux solutions sont ici possibles : dans la première (c1 < c2, k1 > k2, c3 > c5 et c4 > c6),

l’individu retarde sa consommation lorsqu’il se trouve dans l’état défavorable, dans la seconde

(c1 > c2, k1 < k2, c3 < c5 et c4 < c6), l’individu au contraire avance sa consommation.

En fait, il est impossible, dans cette configuration, de déterminer le sens du transfert de consomma-

tion parce que le transfert intertemporel n’est tout simplement pas la bonne politique. Le glisse-

ment des probabilités signifie qu’une issue est plus probable et que l’autre l’est moins : c’est donc

19On peut, par contre, affirmer qu’il ne consommera pas systématiquement plus en utilisantπu′(c3) + (1 −
π)u′(c4) > πu′(c5) + (1− π)u′(c6).
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entre les états de la date 2 que l’individu souhaite réaliser des substitutions. Parce qu’il favorise

naturellement la consommation dans l’issue la plus probable, l’agent devrait déciderc3 > c5 et

c4 < c6. Mais, comme nous l’avons vu précédemment, l’investissement productif ne lui permet

pas de réaliser ces transferts, pourtant souhaités.

Pour conclure cette analyse de l’effet information, on examine une configuration qui permet de

lever toute ambiguïté. Cette configuration, représentée par le graphe n◦13, est telle queπ3 = π5 =

1, et doncπ4 = π6 = 0. De ce fait, les états 4 et 6 sont omis.

Ainsi, les dotations à la date 1 sont connues à la date 0, et les dotations à la date 2 sont connues
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à la date 1. Par contre, les dotations à la date 2 sont inconnues à la date 0. Dans cette économie,

l’incertitude porte uniquement sur les événements lointains.

On montre, par l’absurde, quec1 < c2. Si c1 ≥ c2, alors, par (4.7-1) et (4.7-2), on obtientk1 ≤ k2.

Combinant ce résultat avec (4.7-3) et (4.7-4), il vientc3 < c5. L’équation (4.5) s’écrit ici

q′(k1)
q′(k2)

=
u′(c1)
u′(c2)

× u′(c5)
u′(c3)

. (4.8)

Des diverses relations ci-dessus on tireq′(k1)/q′(k2) ≥ 1, puis u′(c1)/u′(c2) ≤ 1, et enfin

u′(c5)/u′(c3) > 1. Ces inégalités violent (4.8).

On a donc effectivementc1 < c2, et donck1 > k2 par (4.7-1) et (4.7-2). Avec (4.8), on conclut

quec3 < c5.

L’individu utilise donc l’investissement productif pour retarder sa consommation de l’état 1 vers

l’état 3. Il peut ainsi répartir sur deux dates le déficit prévu dans l’état 3. Ce cas illustre bien le

comportement de lissage de consommation intertemporelle.

Comme précédemment, la technologie considérée explique que ces résultats soient parfaitement

indépendants des probabilités d’occurrence de la bonne et de la mauvaise nouvelle.

4.3 Scénario de primes dans une économie intermédiaire

4.3.1 Introduction

Le réexamen des résultats de Woodward a permis de constater, à plusieurs reprises, que l’hypothèse

technologique adoptée contraignait les comportements individuels.

Si, en effet, les rendements obtenus au terme d’une production ne dépendent pas de l’état de la

nature réalisé, l’investissement physique ne permet pas de réallouer sa consommation entre ces

états. En d’autres termes, l’investissement productif constitue un instrument imparfait de gestion

du risque, parce que les rendements physiques ne covarient pas avec les dotations, dont les varia-

tions aléatoires représentent le risque fondamental de l’économie.

Par analogie avec les systèmes de marchés contingents, nous dirons que les opportunités de pro-

duction sontincomplètes, dans le sens où elles ne permettent pas de gérer au mieux tous les risques
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fondamentaux.20

Est-ce à dire que les conclusions de Woodward sont conditionnées par l’incomplétude de la tech-

nologie ? Si c’était le cas, le scénario actif serait déterminé conjointement par le comportement

rationnel des individus et par des limitations imposant l’imperfection des instruments de gestion

du risque.

Nous proposons ici d’étendre le modèle précédent au cas d’une technologie complète, de façon à

isoler les effets « purs » du comportement rationnel en incertitude.

4.3.2 La technologie complète et l’équilibre

Pour que l’individu puisse gérer librement le risque de consommation à l’aide de l’investissement

productif, le rendement obtenuin fine sur un investissement physique doit dépendre à la fois du

montant investi et de la dotation reçue au terme du processus de production.21 Si c’est le cas,

l’aléa fondamental qui affecte l’économie détermine parfaitement les dotations reçueset, en même

temps, les rendements obtenus sur la production.

Ceci peut être modélisé par l’introduction d’un certain nombre de technologies contingentes « primitives »,

qui ne délivrent leur production qu’à la condition expresse qu’un événement particulier se réalise.

Dans le contexte du modèle binomial, six technologies sont nécessaires pour assurer la complétude

des opportunités de production. Ces technologies sont numérotées de 1 à 6. Un investissement

dans lai-ième technologie délivre une production si et seulement si(i) cet investissement a été

réalisé dans l’état précédenti et (ii) l’état i se réalise. Clairement, ces six technologies permettent

à chaque moment de transférer de la consommation vers un état du futur, sans perturber les autres

transferts décidés par ailleurs.

Pour rester dans le cadre d’une économie où l’aléa est essentiellement celui des dotations, il faut

admettre que ces transferts s’effectuent selon des processus ayant la même efficacité technique.

En d’autres termes, les conditions techniques de la transformation de biens aujourd’hui en biens

20Gérerau mieuxsous entend icicompte tenudu fait que la production permet de transformer des biens présents en
biens futurs,et non l’inverse. Cette « limitation » est constitutive, et ne peut donc être levée.

21Dans les termes de la métaphore précédemment utilisée, cela signifie que les conditions climatiques déterminent à
la fois la quantité de noix de coco qui tombent de l’arbre, et les conditions dans lesquelles ces noix ont pu être stockées
au cours de la période précédente (ce qui n’est pas invraisemblable).
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demain sont les mêmes, quel que soit le processus choisi.22

Soit donczi le montant investi dans la technologiei à une date donnée. Cet investissement permet

d’obtenir une productionq(zi) à la date suivante, si l’économie se trouve dans l’étati. Si ce n’est

pas le cas, l’investissement est perdu. La fonction de productionq(.) ne dépend ni de l’état dans

lequel l’investissement est réalisé, ni de l’état dans lequel s’effectue la production.

Le remplacement de la technologie incomplète par ce système de six technologies permet à

l’individu de gérer le risqueau moins aussi bien. Si, dans un état donné, cet individu investit

le même montant dans les deux technologies qui sont susceptibles de donner lieu à production, il

obtiendra le même montant quel que soit l’état qui se réalisera alors. Il reproduit ainsi, à l’aide du

système complet, les caractéristiques de la technologie incomplète.

Soit toujoursci et ci les dotations et consommations dans les divers états. À l’équilibre d’une

économie composée d’individus homogènes, les contraintes budgétaires s’écrivent :

c0 = c0 − z1 − z2

c1 = c1 + q(z1)− z3 − z4

c2 = c2 + q(z2)− z5 − z6

c3 = c3 + q(z3)
c4 = c4 + q(z4)
c5 = c5 + q(z5)
c6 = c6 + q(z6).

(4.9)

L’individu représentatif maximise l’objectif E
(
V (c0, c̃1, c̃2)

)
, donné en (4.1). Les conditions du

premier ordre sont

1
q′(zi)

= pi ∀i = 1, · · · , 6 (4.10)

où les prix d’étatp1 àp6 sont donnés par (3.4). Ces conditions indiquent clairement que les instru-

ments de substitution (les droits contingents) sont directement en concurrence avec les instruments

de transformation (l’investissement productif). L’équilibre entre taux marginal de substitution et

taux marginal de transformation se fait maintenantdans chaque éventualité permise par la nature.

22On peut, par exemple, imaginer que Robinson Crusoe dispose de deux technologies de stockage, qui, lorsqu’elles
fonctionnent, permettent d’obtenir des taux de conservation identiques sur les quantités stockées. Selon que le temps
s’avère trop sec ou trop humide, une des deux technologies devient totalement inefficace.
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La distribution de probabilité du taux d’intérêt court futur est donc telle que

1
1 + r̃1

=





1
1+r1

= 1
q′(z3) + 1

q′(z4) avec une probabilitéπ1

1
1+r2

= 1
q′(z5) + 1

q′(z6) avec une probabilitéπ2.
(4.11)

Pour les besoins des démonstrations, les conditions du premier ordre (4.10) sont combinées avec

les prix d’état (3.4), afin d’obtenir les trois équations suivantes :

u′(c2)
u′(c1)

=
π1

π2
× q′(z1)

q′(z2)
(4.12)

u′(c5)
u′(c3)

× u′(c1)
u′(c2)

=
π3

π5
× q′(z3)

q′(z5)
(4.13)

u′(c6)
u′(c4)

× u′(c1)
u′(c2)

=
π4

π6
× q′(z4)

q′(z6)
. (4.14)

Ceci étant posé, nous pouvons maintenant étudier l’effet richesse et l’effet information.

4.3.3 L’effet richesse

Le graphe n◦10, page 292, représente l’effet richesse pur dans une économie intermédiaire. Les

contraintes budgétaires sont

c0 = c0 − z1 − z2

c1 = c1 + q(z1)− z3 − z4

c2 = c2 + q(z2)− z5 − z6

c3 = c− + q(z3)
c4 = c+ + q(z4)
c5 = c− + q(z5)
c6 = c+ + q(z6).

(4.15)

Comparativement au cas de technologie incomplète, les conclusions sont identiques. Par contre,

comme nous l’avons annoncé, l’individu est maintenant susceptible de consommer plus à la date 1,

dans l’état défavorable 1.

Théorème 3 Lorsque seul l’effet richesse joue dans l’économie décrite ici, le scénario actif est

presque toujours le scénario hicksien.23

23L’expression « presque toujours » est expliquée dans la démonstration.

301



Chapitre 4 : effet richesse et effet information

Preuve :

Nous étudions successivement trois cas.

1) c1 < c2

Si c1 < c2 alorsu′(c1)/u′(c2) > 1.

Introduisant cette dernière inégalité ainsi queπ3 = π5 = π dans (4.14), on voit queu′(c5)/u′(c3) <

q′(z3)/q′(z5). Supposons quez3 ≥ z5. Les contraintes de budget (4.15-3) et (4.15-5) indiquent

quec3 ≥ c5. Dez3 ≥ z5 on tireq′(z3)/q′(z5) ≤ 1. Ces deux derniers résultats sont contradictoires

avec l’inégalité obtenue à partir de (4.14).

Il est donc vrai quez3 < z5 et donc, par (4.15-3) et (4.15-5), quec3 < c5. Suivant une procédure

identique, on obtient facilementz4 < z6 et c4 < c6.

Dez3 < z5 etz4 < z6 on déduit par (4.11) que1/(1+r1) < 1/(1+r2), soit encore1+r1 > 1+r2.

De c3 < c5 et c4 < c6 on déduitπu′(c3) + (1− π)u′(c4) > πu′(c5) + (1− π)u′(c6), c’est-à-dire

E1
(
u′(c̃2)

)
> E2

(
u′(c̃2)

)
. Par ailleurs, on sait queu′(c1) > u′(c2). L’expression deL et deS,

donnée en (3.7) et (3.10), confirme queS < 0 etL > 0.

2) c1 = c2

L’équation (4.14) impliqueu′(c5)/u′(c3) = q′(z3)/q′(z5). Utilisant alors les contraintes (4.15-3)

et (4.15-5), on montre aisément quez3 < z5 et z3 > z5 aboutissent à des contradictions. On a

doncz3 = z5 et c3 = c5. Croisant ces résultats avec (4.15-1) et (4.15-2), on déduitz1 > z2. De

z3 = z5 et z4 = z6, on tire1 + r1 = 1 + r2. Le taux court à la date 1 n’est pas aléatoire, et

doncS = L = 0. Dans ce cas unique, parmi une infinité d’autres, le scénario actif n’est pas le

scénario hicksien. Ceci explique l’utilisation de l’expression « presque toujours » dans le libellé

du théorème.

3) c1 > c2

Partant deu′(c1)/u′(c2) < 1 et utilisant la même procédure que celle employée dans le premier

cas, on arrive àz3 > z5, z4 > z6, c3 > c5 et z4 > z6. Ce cas n’est pas simplement le dual du

premier. On peut en effet montrer ici quez1 > z2 en confrontant toutes les inégalités ci-dessus

aux contraintes (4.15-1) et (4.15-2). On déduit de ces résultats queu′(c1) < u′(c2), E1
(
u′(c̃2)

)
<
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E2
(
u′(c̃2)

)
, 1/(1+r1) > 1/(1+r2) et1+r1 < 1+r2. En définitive,c1 > c2 mène donc àS < 0

etL > 0.

CQFD.

Par rapport au modèle précédent, la nouveauté importante est le troisième cas. Utilisant (4.12), on

peut montrer quec1 > c2 imposeπ1 > π2, c’est-à-direπ1 > 1/2. Ainsi, comme nous l’avions

prévu, il est nécessaire que la probabilité de l’état défavorable à la date 1 soit forte pour que

l’individu accepte d’y transférer de la richesse.24

Ce cas ne perturbe pas les résultats obtenus précédemment parce que la richesse transférée y est

toujours géréeà perspectives d’avenir identiques: une part de ce supplément est donc consacré à

la consommation, et une part à l’investissement (c1 > c2 et z1 > z2). L’état 1 devient ainsi l’état

riche et l’état 2 l’état pauvre. Hormis ce renversement, les choses se passent de la même façon que

dans le modèle à technologie incomplète. On retrouve notamment, dans tous les cas (sauf un), une

autocorrélation positive de la consommation.

4.3.4 L’effet information

L’introduction d’une technologie complète perturbe ici significativement les conclusions de Woodward :

il devient impossible, dans le cas général, de démontrer que l’effet information joue en faveur du

scénario anti-hicksien.

L’examen de trois configurations d’effet information pur permet de comprendre les raisons de cette

perturbation.

La première de ces configurations (graphe n◦14) est une version légèrement modifiée de la config-

uration représentée par le graphe n◦11, correspondant à une dégradation systématique des issues

après l’état 1. Ici, pour éviter d’aborder en même temps le problème du contenu du message et de

sa probabilité d’occurrence, on poseπ1 = 1/2.

Cette configuration est telle quec1 < c2. En effet, sic1 ≥ c2, u′(c1)/u′(c2) ≤ 1. L’équation (4.13)

implique alorsu′(c5)/u′(c3) > q′(z3)/q′(z5). Si on posez3 ≤ z5, (4.15-3) et (4.15-5) induisant

c3 ≤ c5, et ces deux dernières inégalités entrent en contradiction avec la précédente. On a donc

24Le casc1 = c2 implique égalementπ1 > 1/2, si bien qu’en imposantπ1 ≤ 1/2 on retrouve le modèle précédent.
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z3 > z5, et, par le même procédé,z4 > z6. Par (4.12), l’hypothèse de départc1 ≥ c2 implique

égalementz1 > z2. Examinant conjointement les inégalitész1 > z2, z3 > z5, z4 > z6, et les

contraintes (4.15-1) et (4.15-2), on aboutit à une contradiction.

En définitive, il est vrai quec1 < c2, et donc, par (4.12), quez1 > z2.

Par rapport au modèle à technologie unique, l’individu suit jusqu’à ce point la même politique.

Mais, d’après (4.15-1) et (4.15-2), cet individu peut maintenant suivre trois politiques différentes

à la date 2 :

1. z3 < z5, z4 < z6, c3 < c5, c4 < c6 ;

2. z3 < z5, z4 > z6, c3 < c5 ;

3. z3 > z5, z4 < z6, c4 < c6.

La première politique est précisément celle obtenue précédemment. Elle conduit bien au scénario

anti-hicksienS > 0 etL < 0.

Les deux dernières sont nouvelles. Elles indiquent que l’individu opère un redéploiement de

richesse entre l’état favorable et l’état défavorable de la date 2. Avec une technologie unique (et

donc incomplète), une telle action était tout simplement impossible.
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Ici, l’individu peut décider dans l’état 1 d’accroître son investissement dans une technologie et

de le diminuer dans l’autre. L’effet de cette stratégie de gestion du risque sur le taux d’intérêt est

clairement ambigu, et le scénario actif reste donc indéterminé.

En somme, il est impossible de comparer les protections offertes par les bons courts et longs parce

que l’arrivée d’une information sur le futur peut inciter les agents àrestructurerleur portefeuille

d’investissement, c’est-à-dire à bouleverser les proportions consacrées aux différents actifs.

Ce phénomène ne peut être considéré comme un simple « effet de bord ». Pour s’en convaincre,

on examine le cas de glissement des probabilités représenté par le graphe n◦15. Les contraintes

budgétaires sont

c0 = c0 − z1 − z2

c1 = c + q(z1)− z3 − z4

c2 = c + q(z2)− z5 − z6

c3 = c− + q(z3)
c4 = c+ + q(z4)
c5 = c− + q(z5)
c6 = c+ + q(z6).

(4.16)

et les équations (4.12) à (4.14) s’écrivent

u′(c2)
u′(c1)

=
q′(z1)
q′(z2)

(4.17)
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u′(c5)
u′(c3)

× u′(c1)
u′(c2)

>
q′(z3)
q′(z5)

(4.18)

u′(c6)
u′(c4)

× u′(c1)
u′(c2)

<
q′(z4)
q′(z6)

. (4.19)

Cette configuration d’effet information pur est telle que l’individu esttoujours conduit à boule-

verser sa politique d’investissement.

En effet, sic1 < c2, u′(c1)/u′(c2) > 1 peut être rapproché de (4.19) pour montrer queu′(c6)/u′(c4) <

q′(z4)/q′(z6). Avec (4.16-4) et (4.16-6), cette inégalité impliquez4 < z6 et doncc4 < c6. Si on

ajoute à ces résultatsz1 < z2 (induit parc1 < c2 et (4.17)), on voit que (4.16-1) et (4.16-2) im-

pliquentz3 > z5 et c3 > c5. Si on pose maintenantc1 > c2, on insèreu′(c1)/u′(c2) < 1 dans

(4.18), et, suivant la même procédure, on montre quez3 > z5, c3 > c5, etz4 < z6, c4 < c6. Enfin,

si c1 = c2, (4.18) utilisé conjointement à (4.16-3) et (4.16-5) induitz3 > z5 et c3 > c5. De même

(4.19), (4.16-4) et (4.16-6) conduisent àz4 < z6 et c4 < c6.

Ainsi, lorsque l’avenir s’annonce plus sombre, le comportement rationnel de l’individu consiste à

réorienter sa politique d’investissement vers l’issue défavorable (z3 > z5, z4 < z6), de façon à y

transférer de la consommation.

La restructuration de l’investissement apparaît ici comme une conséquence naturelle de la révéla-

tion d’une information concernant les conditions économiques futures. En ce sens, l’ambiguïté de

l’effet information sur le signe des primesL etS est un phénomène normal, et l’analyse proposée

par Woodward se révèle donc étroitement liée à l’hypothèse d’une technologie unique.

On montre que les conclusions de Woodward peuvent être restaurées dans un cas très simple. Le

graphe n◦16 montre que l’incertitude porte uniquement sur les événements lointains. Les condi-

tions du premier ordre sont

c0 = c0 − z1 − z2

c1 = c + q(z1)− z3

c2 = c + q(z2)− z5

c3 = c− + q(z3)
c5 = c+ + q(z5).

(4.20)
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et on dispose de

u′(c2)
u′(c1)

=
q′(z1)
q′(z2)

(4.21)

u′(c5)
u′(c3)

× u′(c1)
u′(c2)

=
q′(z3)
q′(z5)

. (4.22)

On démontre dans un premier temps quec1 < c2. Si c1 ≥ c2, alors (4.22), (4.20-3) et (4.20-5)

induisentz3 > z5. Par (4.21) on obtient égalementz1 ≤ z2. Une telle situation est contradictoire

avec (4.20-1) et (4.20-2). Il est donc vrai quec1 < c2. Les deux dernières inégalités, combinées

avec (4.20-1) et (4.20-2), imposentz3 > z5. Examinant (4.22), il vientc3 < c5. On détermine

alors facilement queu′(c1) > u′(c2), E1
(
u′(c̃2)

)
> E2

(
u′(c̃2)

)
, 1 + r1 < 1 + r2. In vientS > 0,

L < 0, et le scénario actif est bien le scénario anti-hicksien.

Ici, l’individu se sert de l’investissement productif pour répartir une partie du déficit prévu, après

l’état 1, entre l’état 1 et l’état 3. En quelque sorte, la configuration ci-dessus privilégie les transferts

« horizontaux » (dans le temps), aux transferts « verticaux » (entre les états d’une même date),

sources d’ambiguïtés.
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4.4 Scénario de primes dans une économie de production : l’effet efficacité

4.4.1 Introduction

Nous disposons en ce point d’un certain nombre de résultats concernant les effets de la production

intertemporelle sur le signe des primes, dans une économie où l’incertitude est créée par les aléas

de dotations.

Un résultat important et robuste énonce que l’effet richesse pur joue en faveur du scénario hick-

sien. Un autre énonce que l’effet information pur joue en faveur du scénario opposé, tant que

l’information sur le devenir de l’économie ne conduit pas les individus à restructurer leur porte-

feuille d’investissement productif.

Armé de ces résultats, nous pouvons maintenant examiner le problème de la détermination des

primes dans une économie où l’aléa fondamental est celui de la technologie de production. Pour ce

faire, nous utilisons les travaux de Benninga et Protopapadakis [1986].25 Ces deux auteurs étudient

le signe de la prime de solidité dans le cadre d’un modèle binomial d’économie de production.

Nous étendons leur étude à la prime de liquidité.

Dans leur article de 1986, Benninga et Protopapadakis font explicitement référence aux travaux

de Woodward. Citons-les à ce propos :

« Woodward (1983) suggère dans son papier certaines implications possibles de la

concavité [de la fonction de production] sur la prime de structure par terme. Toute-

fois, les conclusions qu’elle expose dépendent lourdement des solutions de coin, des

dotations incertaines, et de l’incomplétude des marchés. »

Benninga et Protopapadakis [1986, note 8 en bas de page 83].

Ayant analysé de façon extensive les conclusions de Woodward dans le cadre d’un modèle bino-

mial, nous pouvons évaluer précisément le « valeur ajoutée » apportée par l’économie de produc-

tion, et, en quelque sorte, répondre à l’affirmation rapportée ci-dessus.

25Dans une moindre mesure, les travaux de Day [1986] sont également utilisés. Day développe un modèle en temps
discret où l’incertitude est décrite par des lois de probabilité continues. Ses conclusions quant aux primesL et S sont
obtenues sous hypothèse de rendements constants et d’utilité logarithmique.
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4.4.2 L’économie de production

L’hypothèse des dotations aléatoires est abandonnée. Mais, plutôt que de compliquer inutile-

ment l’analyse en attribuant à chaque date une dotation non-aléatoire, nous offrons uniquement

à l’individu une dotation initialec, livrée à la date 0.

Les aléas de production sont introduits sous la forme d’un système complet de six technologies

primitives : la technologiei est telle qu’un investissementzi effectué dans l’état précédenti pro-

cure un rendementαiq(zi) à la date suivante, si et seulement si l’étati se réalise. La fonctionq(.)

est spécifiée de la même façon que précédemment : elle ne dépend que du montant investi, croît

avec ce montant (q′(.) > 0), et est à rendements décroissants (q′′(.) < 0).

Les coefficients d’efficacitéαi des six technologies permettent de les ordonner selon leur rende-

ment marginal, indépendamment des montants investis : sii > j, la technologiei sera toujours

plus efficace que la technologiej, quels que soient les investissements réalisés dans ces deux

technologies. Les résultats du modèle ci-après dépendent, de façon cruciale, de cette possibil-

ité d’ordonnancement, et on imagine aisément les difficultés supplémentaires qu’introduirait son

abandon.

On notera que l’utilisation de technologies « primitives » ne met pas en cause le réalisme du mod-

èle, parce qu’une technologie « complexe » (c’est-à-dire délivrant des outputs dans plusieurs états)

peut toujours être exprimée comme une somme de technologies primitives. Il existe une correspon-

dance étroite entre technologies primitives et technologies complexes, tout à fait similaire à celle

établie précédemment entre droits contingents purs et titres financiers négociables.

À l’équilibre d’une économie de production composée d’individus identiques, les marchés de titres

contingents sont désertés. Dans le cadre de ce modèle, les contraintes de budget s’expriment sous

la forme

c0 = c − z1 − z2

c1 = α1q(z1)− z3 − z4

c2 = α2q(z2)− z5 − z6

c3 = α3q(z3)
c4 = α4q(z4)
c5 = α5q(z5)
c6 = α6q(z6).

(4.23)

La fonction à maximiser est toujours E
(
V (c0, c̃1, c̃2)

)
, donnée par (4.1) page 290, et les conditions
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du premier ordre sont

1
αiq′(zi)

= pi ∀i = 1, · · · , 6 (4.24)

où les prix d’étatp1 à p6 sont donnés par (3.4). La distribution de probabilité du taux d’intérêt

court futur est donc telle que

1
1 + r̃1

=





1
1+r1

= 1
α3q′(z3) + 1

α4q′(z4) avec une probabilitéπ1

1
1+r2

= 1
α5q′(z5) + 1

α6q′(z6) avec une probabilitéπ2.
(4.25)

Comme on pouvait s’y attendre, le taux court futur dépend maintenant des coefficients d’efficacité

des quatre technologies disponibles à la date 1.

Comme précédemment, trois équations sont construites pour appuyer les démonstrations :

u′(c2)
u′(c1)

=
π1

π2
× α1

α2
× q′(z1)

q′(z2)
(4.26)

u′(c5)
u′(c3)

× u′(c1)
u′(c2)

=
π3

π5
× α3

α5
× q′(z3)

q′(z5)
(4.27)

u′(c6)
u′(c4)

× u′(c1)
u′(c2)

=
π4

π6
× α4

α6
× q′(z4)

q′(z6)
. (4.28)

4.4.3 L’effet richesse

Benninga et Protopapadakis démontrent que la prime de solidité est négative lorsque les possibil-

ités de production à la date 1 ne dépendent pas de l’état réalisé.26 En terme de scénario de primes

L etS, on obtient :

Théorème 4 Lorsque seul l’effet richesse joue dans l’économie de production décrite ici, le scé-

nario actif est presque toujours le scénario hicksien.

26Voir le théorème 4 p.400 et son extension pp.401–402 dans l’article de 1986.
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Preuve :

On introduitπ3 = π5 (et doncπ4 = π6), α3 = α5 etα4 = α6 dans les contraintes (4.23) ainsi que

dans les équations (4.27) et (4.28). Comme précédemment, trois cas sont à examiner.

1) c1 < c2

Si c1 < c2, (4.27) impliqueu′(c5)/u′(c3) < q′(z3)/q′(z5), soit, utilisant (4.23-3) et (4.23-5),

z3 < z5 et c3 < c5. De la même façon, on montre quez4 < z6 et c4 < c6. On déduit alors, par

(4.25), que1 + r1 > 1 + r2. L’expression de Em
(
u′(c̃2)

)
montre, par ailleurs, que E1

(
u′(c̃2)

)
>

E2
(
u′(c̃2)

)
. On a donc bienS < 0 etL > 0.

2) c1 = c2

Si c1 = c2 alors (4.27), (4.23-3) et (4.23-5) aboutissent àz3 = z5 et c3 = c5, et (4.28), (4.23-4),

(4.23-6) àz4 = z6 et c4 = c6. Comme1 + r1 = 1 + r2, le taux n’est pas aléatoire etS = L = 0.

Ce cas est exceptionnel.

3) c1 > c2

Si c1 > c2, la procédure suivie dans le premier cas conduit àz3 > z5, c3 > c5, etz4 > z6, c4 > c6.

Il vient u′(c1) < u′(c2), 1 + r1 < 1 + r2, E1
(
u′(c̃2)

)
< E2

(
u′(c̃2)

)
, et doncS < 0 etL > 0.

CQFD.

L’effet richesse est donc toujours tel que le taux d’intérêt soit fort dans l’état riche (en terme de

consommation) à la date 1.

Ainsi, dans une économie où aucun indicateur avancé ne vient apporter d’information sur l’avenir,

on devrait s’attendre à ce que le bon court soit systématiquement considéré comme un instrument

plus sûr que le bon long.

Concernant l’effet richesse, les résultats sont identiques à ceux obtenus précédemment. Ceci con-

firme la robustesse de la conclusion, et montre également que la prise en compte d’une technologie

aléatoire n’apporte ici rien de fondamentalement nouveau.
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4.4.4 L’effet information

Conformément à la procédure suivie par Benninga et Protopapadakis, nous pourrions chercher à

étendre ce résultat en ajoutant à l’effet richesse un effet information. Les résultats qu’ils obtiennent

ainsi ne sont pas interprétables en terme de prime de liquidité. Conformément à la démarche suivie

jusqu’ici, nous préférons examiner, dans un premier temps, l’effet information pur.

Les résultats obtenus en la matière, dans le cadre du modèle d’économie intermédiaire à tech-

nologie complète, nous incitent à la prudence. Sachant que l’arrivée d’un message produit des

effets ambigus sur les primes, lorsqu’il incite les agents à restructurer leur portefeuille, il semble

raisonnable de commencer l’examen par une configuration qui gèle ces restructurations.

Cette configuration est représentée par le graphe n◦17. Sur ce graphe, les coefficients d’efficacité

sont portés près des états. Les contraintes de budget sont

c0 = c − z1 − z2

c1 = αq(z1)− z3

c2 = αq(z2)− z5

c3 = α−q(z3)
c5 = α+q(z5).

(4.29)

et on dispose de

u′(c2)
u′(c1)

=
q′(z1)
q′(z2)

(4.30)
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u′(c5)
u′(c3)

× u′(c1)
u′(c2)

<
q′(z3)
q′(z5)

. (4.31)

Trois cas sont possibles.

1) c1 < c2

Cette inégalité impliquez1 > z2 par (4.30),z3 > z5 et c3 < c5 par (4.31), (4.29-3), (4.29-5), ou

encore par (4.29-1) et (4.29-2). Commeα−q′(z3) < α+q′(z5), il vient 1 + r1 < 1 + r2. Ainsi, on

obtient dans ce premier casS > 0 etL < 0, soit un scénario anti-hicksien.

2) c1 = c2

Il vient immédiatementz1 = z2, z3 = z5, c3 < c5, et donc1 + r1 < 1 + r2. On a iciS = 0,

L < 0. Ce cas est exceptionnel.

3) c1 > c2

Dez1 < z2 obtenu par (4.30), on déduitz3 < z5 par (4.29-1) et (4.29-2), puisc3 < c5 par (4.29-3)

et (4.29-5). On vérifie que ces résultats sont compatibles avec (4.31). Le sens de l’inégalité entre

α−q′(z3) etα+q′(z5) est ici indéterminé, et il y a donc ambiguïté sur le taux d’intérêt.

Avant tout, on remarque que les trois cas ci-dessus sont tels quec3 < c5. Cette inégalité est simple-

ment l’expression d’un comportement rationnel : commeα− < α+, le transfert de consommation

est toujours plus inefficace lorsqu’il se fait vers l’état 3 plutôt que vers l’état 5. Toutes les autres

conditions étant identiques, consommer plus dans l’état 5 serait déraisonnable.

Par contre, la politique d’investissement qui permet d’obtenir cette condition optimalec3 < c5

reste indéterminée : la transformation étant moins efficace dans l’état 1, un investissement plus

fort dans cet état n’est pas forcément synonyme de consommation plus forte à la date 2.

Comme on le voit, le premier cas reproduit fidèlement le résultat obtenu sur la configuration sim-

ilaire, dans le cadre du modèle d’économie intermédiaire à technologie complète (graphe n◦16,

page 307). Le deuxième cas étant, par nature, exceptionnel, l’effet spécifique des aléas tech-

nologiques peut être analysé à partir du troisième cas.

Sur le schéma n◦12 sont représentées les deux courbes de produit marginal des technologies 3 et

5. Les abscisses sont placées conformément au troisième cas (z3 < z5). Selon la position dez5,
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Schéma n◦12 : Investissement et effet ambigu sur le taux d’intérêt.

le taux d’intérêt dans l’état 1 peut être plus ou moins élevé que dans l’état 2 : siz5 se trouve entre

z3 et l’abscisseA, le taux sera faible dans l’état 1, siz3 est au-delà deA, le taux sera fort dans

l’état 1.27

Investir plus dans une technologie plus efficace, mais à rendements marginaux décroissants, pro-

duit un effet indéterminé sur le taux d’intérêt.

Cette indétermination n’existe pas dans les deux premiers cas, où, dans l’état 1, on investit plus (ou

autant) dans une technologie moins efficace. Le taux d’intérêt ne peut donc être que plus faible.

Pour lever l’indétermination attachée au troisième cas, on peut utiliser des conditions aux bornes

de la fonctionq(.).28

Posons les conditions (raisonnables) suivantes :q(0) = 0, q′(0) = q etq′′(.) ≥ 1. La première con-

dition indique que le bien est nécessaire à toute production, la seconde que la production obtenue

sur la première unité investie n’est pas infinie, et la troisième que la production rend toujours plus

de biens qu’elle n’en consomme. De plus, on a toujoursq′(.) > 0 et q′′(.) < 0. Les deux courbes

de produit marginal sont tracées conformément à ces conditions, sur le schéma n◦13.

27Si z3 = A, le taux d’intérêt est non-stochastique.

28Ces conditions sont utilisées par Benninga et Protopapadakis pour examiner la prime de solidité dans un cas mixte
d’effet richesse et effet information.
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Schéma n◦13 : Deux courbes de produit marginal.

effet information effet information et
cas seul effet efficacité

c1 < c2 scénario anti-hicksien
L < 0 etS > 0

c1 = c2 L < 0 etS = 0
c1 > c2 ? scénario d’habitat préféré

L < 0 etS < 0

Tableau n◦2 : Effet information et effet efficacité en économie de production.

De ces conditions, on déduit queα−q′(z3) ≤ α−q etα+q′(z5) ≥ α+. Donc, siα−q < α+, on est

certain d’avoir1+r1 < 1+r2. En d’autres termes, si l’efficacité de la production est suffisamment

faible dans l’état 1, le taux d’intérêt le sera aussi, quelle que soit la politique d’investissement. Dans

ce cas, un « effet efficacité » domine les effets de l’investissement.29

Si on admet ceci, le taux d’intérêt dans l’état 1 est toujours faible, et le troisième cas examiné

ci-dessus (c1 > c2) est résolu : ayant montré quec3 < c5, il vient naturellementS < 0 et L < 0.

Le scénario actif est donc le scénario d’habitat préféré.

Les résultats obtenus sur l’effet information sont résumés dans le tableau n◦2. Globalement, l’effet

29Pour assurer la domination de l’effet efficacité, nous aurions pu également imposer aux fonctions de production
d’être linéaires, c’est-à-dire d’exhiber des rendements marginaux constants. Dans ce cas, on a en effetα−q′(z) = α−q
et α+q′(z) = α+q, et doncα−q′(z) < α+q′(z). Ceci nous indique que tous les résultats de Day sont obtenus sous
hypothèse d’une domination de cet effet.
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information, allié à l’effet efficacité, laisse indéterminé le signe de la prime de solidité, mais im-

pose à la prime de liquidité d’être négative.

La primeL est négative parce que l’état 1 est en même temps un état de faible taux d’intérêt et

de consommation anticipée faible. L’investissement financier dans cet état est donc peu rémunéré,

dans une situation qui, elle-même, s’annonce sombre.Ceteris paribus, les individus vont se porter

à la date 0 sur les titres longs, qui les protègent contre l’arrivée d’une mauvaise nouvelle à la

date 1.

L’ambiguïté sur le signe deL a été levée, en supposant que la survenance de l’état 1 annonçait une

chute de l’efficacité des processus de production si grande que les effets de rendement d’échelle

ne jouent plus. Le taux à la date 1 devient le jeu de facteurs techniques, et n’est plus influencé par

le comportement des individus.

4.4.5 Primes et autocorrélation de la productivité du capital

Dans une économie de production, l’effet information seul ne permet pas de comparer les bons

courts et longs du point de vue d’un horizon proche. Est-il possible de faire intervenir l’effet

richesse de façon à lever cette impossibilité ?

Pour répondre à cette question, on peut utiliser un résultat établi par Day [1986, p.176] et par

Benninga et Protopapadakis [1986, p.403] : une autocorrélation positive (négative) de la produc-

tion induit une prime de solidité positive (négative).

Examinons ceci à partir de notre configuration, en supposant, dans un premier temps, que cette

autocorrélation soit positive (graphe n◦18). Si l’effet efficacité est suffisamment fort (α1q < α2

et α3q < α5), on obtientL < 0 et S > 0, et le scénario actif est le scénario anti-hicksien. En

effet, deα1q < α2, on déduit1/α1q
′(z1) > 1/α2q

′(z2), c’est-à-direp1 > p2. La définition

des prix d’état impliqueu′(c1) > u′(c2) et doncc1 < c2. Selon le même procédé, on obtient

u′(c3)/u′(c1) > u′(c5)/u′(c2) à partir deα3q < α5. Ces deux derniers résultats permettent de

conclure quec3 < c5, et donc, par les contraintes de budget, quez3 < z5. Comme, d’autre part,

1 + r1 < 1 + r2, on a bienL < 0 etS > 0.

L’effet richesse est ici facilement repérable :c1 < c2 et z3 < z5 montrent que l’état pauvre 1 est

un état de faible consommation et, en même temps, de faible investissement.
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Graphe n◦19

On retrouve ici le scénario anti-hicksien, présenté précédemment comme le scénario actif dans une

économie de dotations aléatoires (aux effets de restructuration de portefeuille près). En quelque

sorte, l’effet richesse renforce l’effet information lorsque la corrélation de l’efficacité de la pro-

duction est positive.

L’autocorrélation positive joue ici le rôle suivant : elle assure que, du point de vue de la date 0,

le transfert de consommation vers les états de la branche haute (états 1 et 3) est, sans ambiguïté,

ressenti comme plus pénible que vers les états de la branche basse (états 2 et 5). De ce fait, la

consommation est toujours plus faible dans le branche haute. Dans les états 1 et 3, l’économie est

totalement déprimée : faible consommation actuelle et anticipée, faible investissement, faible taux

d’intérêt.

Supposons maintenant que l’autocorrélation est négative (graphe n◦19). Dans ce cas, on déduit
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c1 > c2 deα1 > α2q. Des contraintes de budget, il vientz3 > z5. Comme on a toujours1 + r1 <

1+ r2, on obtient bienS < 0. Par contre, il est impossible de statuer sur le sens de l’inégalité liant

c3 à c5, et donc sur le signe deL.

Ici, de bonnes conditions de transformation de l’état 0 vers l’état 1 viennent s’opposer à la dépres-

sion générale constatée dans le cas d’autocorrélation positive. L’effet richesse induit un partage du

surplus constaté dans l’état 1 (c1 > c2 et z3 > z5), et non plus un renversement de politique (tel

qu’on le constate dans les cas d’effet information pur).

L’individu est donc conduit, dans l’état 1, à investir plus dans un procédé moins efficace. Ce

comportement ne produit aucune ambiguïté quant au taux d’intérêt : il est faible dans l’état riche,

et la situation à la date 1 est donc identique à celle qui prévalait dans les cas d’effet richesse

pur (S < 0). Par contre, il est impossible de dire si la consommation à la date 2 (résultant de

l’investissement engagé à la date 1) est plus fort dans l’état 3.

Ainsi, dans ce cas de corrélation négative, l’effet richesse ne vient pas renforcer l’effet information,

mais vient le perturber.

4.5 Conclusion

En résumé de cette étude des effets de la production intertemporelle sur le signe des primes,

rappelons la démarche retenue et les principaux résultats.

Nous avons d’abord reconsidéré les résultats informels obtenus par Woodward dans le cadre

d’une économie intermédiaire à technologie unique. Dans la terminologie adoptée ici, ces résultats

s’exprimaient sous la forme de deux propositions :

1. l’effet richesse pur joue en faveur du scénario hicksien ;

2. l’effet information pur joue en faveur du scénario anti-hicksien.

Nous avons montré que ces conclusions pouvaient être formellement prouvées, mais que son anal-

yse du cas d’effet information pur restait imprécise. Il est apparu notamment qu’il était difficile

d’établir un lien direct entre la survenance d’une « mauvaise nouvelle » concernant le futur, et

un niveau élevé d’investissement. De plus, l’hypothèse d’une technologie unique s’est révélée à
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plusieurs reprises contraignante, parce qu’imposant à l’investissement productif d’être un instru-

ment imparfait de gestion du risque.

Pour cette raison, l’extension du modèle précédent au cas d’une économie de dotations aléatoires

mais à technologie complète a été réalisée. La première proposition de Woodward a pu être con-

firmée. L’examen de la seconde proposition a permis de mettre en lumière l’influence perturbante

des restructurations de portefeuille, opérées par les individus en réaction à l’arrivée d’un message

sur le futur. La confirmation de la proposition relative à l’effet information a pu être obtenue en

éliminant l’ambiguïté créée par ces restructurations, dans le cadre d’une économie simplifiée, dans

laquelle les aléas concernent uniquement les événements lointains.

Sur la base de ces résultats, ainsi que des travaux de Benninga et Protopapadakis concernant la

prime de solidité, le problème de la détermination du scénario de primes dans le cadre d’une

économie de production a été abordé. Il est apparu que l’introduction d’une technologie à effi-

cacité variable ne perturbait pas la première proposition. Par contre, et même dans le cadre du

modèle simplifié, l’effet information s’est révélé totalement ambigu quant au scénario courant.

Cette ambiguïté s’est avérée en partie liée à une conséquence propre des aléas technologiques :

un investissement plus important dans une technologie plus efficace, mais à rendements décrois-

sants, produit un effet indéterminé sur le taux d’intérêt. Admettant la prédominance des effets

« techniques » sur les effets de la politique d’investissement, nous avons démontré que l’effet in-

formation pur conduisait à une situation dans laquelle la prime de liquidité était négative.

Suivant Benninga et Protopapadakis, nous avons alors cherché à lever l’ambiguïté planant sur la

prime de solidité en introduisant un effet richesse, sous la forme d’une corrélation positive, puis

négative, de l’efficacité de la production. Si un scénario bien déterminé (le scénario anti-hicksien)

a pu être associé au premier cas, le signe de la prime de liquidité s’est avéré indéterminé dans le

second.
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Section 5 Conclusion du chapitre 4

Ainsi s’achève cette étude de l’effet richesse et de l’effet information.

Deux concepts de prime — la prime de liquiditéL et la prime de soliditéS — ont d’abord été défi-

nis, dans le cadre d’un modèle bipériodique d’équilibre général, fondé sur la théorie des marchés

contingents. Chacune de ces primes a pu être interprétée comme une mesure du risque de consom-

mation à un horizon particulier (horizon court ou horizon long), conditionnant les préférences des

individus quant aux bons de diverse maturité. Sur ces bases, trois scénarios ont été définis, chacun

d’eux correspondant à une configuration particulière du signe des primesL et S, et donc de la

structure des taux :

• le scénario hicksien (L > 0, S < 0), tel que les individus (adverses au risque) manifestent

une préférence pour les titres courts, qui les protègent relativement bien contre le risque de

consommation à horizon proche et lointain. Lorsque ce scénario est actif, la structure des

taux marque une tendance à être croissante avec le terme ;

• le scénario anti-hicksien (L < 0, S > 0), inverse du précédent. Dans ce scénario, les titres

longs sont les plus sûrs, et la structure des taux est normalement décroissante ;

• le scénario d’habitat préféré (L < 0, S < 0), tel qu’un bon représente le plus sûr moyen de

financer la consommation à l’horizon de sa maturité. Dans ce cas, le signe de la pente est

indéterminé.

La structure de l’incertitude fondamentale qui affecte l’économie détermine,via les comporte-

ments individuels, le signe des primes et donc le scénario courant.

Le reste de ce chapitre a été consacré à l’étude de cette détermination, dans l’optique d’établir

des liens directs entre l’incertitude et les primes. Pour ce faire, le modèle bipériodique a été réduit,

sans perte de généralité, en un modèle binomial (dans lequel un état non-terminal est toujours suivi

de deux états), plus intuitif.

Dans un premier temps, une économie d’échange pure a été considérée. Les résultats généraux,

obtenus en la matière par Woodward, ont été examinés dans le cadre du modèle binomial. Il est

apparu que le scénario courant dépendait, en première instance, du signe de la corrélation entre

l’utilité marginale de la consommation à horizon proche et l’espérance conditionnelle de l’utilité
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marginale de la consommation à horizon lointain. Dans le cas de corrélation négative, le scénario

actif s’est avéré être le scénario d’habitat préféré. Dans le cas de corrélation positive, il a été

nécessaire d’étudier la force relative de deux effets fondamentaux :

• l’effet richesse, défini comme l’effet de la découverte potentielle, par les individus, de l’état

courant de l’économie, indépendamment de la signification de cet état quant aux événements

futurs ;

• l’effet information, défini comme l’effet induit par l’arrivée potentielle d’une information

sur le futur.

Toujours sous hypothèse de corrélation positive, la domination du premier de ces effets a été

associée au scénario hicksien, la domination du second au scénario anti-hicksien. La structure

binomiale nous a permis d’exhiber un certain nombre de configurations, correspondant aux divers

cas évoqués. En particulier, des configurations isolant l’effet richesse et l’effet information ont été

étudiées.

Dans un deuxième temps, la production (à rendements marginaux décroissants) a été introduite,

afin d’examiner son influence sur les primes.

En premier lieu, nous avons considéré le cas d’une économie de dotations aléatoires à technolo-

gie unique. Les résultats informels obtenus en la matière par Woodward ont été démontrés puis

illustrés. L’effet richesse pur a été associé au scénario hicksien, et l’effet information pur au scé-

nario anti-hicksien. Nous avons pu constater que ces résultats étaient susceptibles de dépendre du

caractère imparfait de la technologie, du point de vue de la gestion du risque.

Pour cette raison, nous avons, en second lieu, réexaminé ces résultats, dans la cadre d’une économie

de dotations aléatoires, mais à technologie « complète », c’est-à-dire telle que la production puisse

être utilisée comme un instrument efficace d’allocation de la consommation. Les conclusions rel-

atives à l’effet richesse ont été maintenues, bien que les politiques d’investissement et de consom-

mation se soient avérées plus complexes à analyser. Par contre, les conclusions relatives à l’effet

information ont été fortement perturbées. Nous avons montré que ces perturbations étaient es-

sentiellement liées aux restructurations du portefeuille d’investissement productif de l’économie,

opérées en réaction à l’arrivée d’une information concernant le futur. En gelant cet effet de re-

structuration, il a été possible de retrouver les conclusions précédentes.
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Fort de ces résultats, nous avons pu, en dernier lieu, examiner le cas le plus complexe : l’économie

de production. Dans ce type d’économie, l’efficacité de la production constitue l’aléa fondamental.

L’étude de Benninga et Protopapadakis concernant la prime de solidité a été invoquée.

Il s’est avéré que l’effet richesse pur était toujours associé au scénario hicksien.

Les résultats précédents nous ont conduit à analyser l’effet information indépendamment de l’effet

de restructuration, source d’ambiguïté. Malgré cela, le scénario courant n’a pu être déterminé, du

fait d’un phénomène propre aux aléas technologiques : investir plus dans une technologie plus

efficace et à rendements marginaux décroissants produit un effet ambigu sur le taux d’intérêt. Pour

résoudre cette ambiguïté, nous avons supposé que l’effet « technique » de l’efficacité dominait les

effets de rendements marginaux. Dans ce cas, nous avons pu établir que la prime de liquidité était

négative.

Pour résoudre le problème de la prime de solidité, nous avons étudié certains cas mixtes d’effet

richesse et effet information, conformément à une procédure suivie par Benninga et Protopapadakis.

Le signe de la prime de solidité s’est avéré être l’opposé du signe de l’autocorrélation de l’efficacité

de la production. Mais, dans le cas de corrélation négative, il n’a pas été possible de démontrer

que la prime de liquidité était positive.

Trois tableaux résument ces résultats. Le tableau n◦3 présente pour chaque type d’économie étudié

le scénario courant obtenu sous effet de richesse pur. Le tableau n◦4 fait de même pour l’effet

information pur. Enfin, le tableau n◦5 résume les situations mixtes.

En conclusion, il est donc difficile de statuer définitivement sur le signe des primesS et L. Deux

enseignements peuvent toutefois être tirés de ce qui précède.

1. Si les individus reçoivent très peu d’informations leur permettant de dissiper l’incertitude

qui plane sur la situation future de l’économie, on doit s’attendre à ce queS < 0 etL > 0.

Dans ce scénario hicksien, le bon court est sans ambiguïté l’instrument sûr et le bon long

l’instrument risqué.

2. Si, par contre, l’incertitude du futur est progressivement dissipée par l’arrivée de messages

(par exemple, sous la forme d’indicateurs statistiques de plus en plus précis), de façon telle

que la réalisation effective des variables en cause ne constitue plus une surprise, il existe

une présomption pour affirmer queL < 0.

322



Chapitre 4 : effet richesse et effet information

Type d’économie effet richesse

échange L = 0, S < 0

intermédiaire scénario hicksien
(technologie unique) L > 0, S < 0
intermédiaire idem
(technologie complète)
production idem

Tableau n◦3 : Effet richesse pur et incertitude (résumé).

Type d’économie effet information

échange L < 0, S = 0

intermédiaire scénario anti-hicksien
(technologie unique) L < 0, S > 0
intermédiaire idem
(technologie complète) sauf effets de restructuration
production L < 0

avec effet technique dominant, et
sauf effets de restructuration

Tableau n◦4 : Effet information pur et incertitude (résumé).

Type d’économie signe de effet richesse et
(et conditions) Corr(u′(c̃1), Em

(
u′(c̃2)

)
) effet information

− scénario d’habitat
L < 0, S < 0

scénario hicksien
échange si effet richesse dominant

+ L > 0, S < 0
scénario anti-hicksien

si effet information dominant
L < 0, S > 0

production − L =?, S < 0
(aléas sur états lointains, + scénario anti-hicksien
et effet efficacité) L < 0, S > 0

Tableau n◦5 : Effet mixte et incertitude (résumé).
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Nous avons montré, au cours de cette recherche, que l’analyse de la structure des taux dans un

cadre d’équilibre général, constituait, à bien des égards, une démarche fructueuse. Deux points

nous paraissent notamment importants.

En premier lieu, cette démarche permet de révéler les déterminants fondamentaux de la hiérar-

chie des taux, en replaçant le problème de la structure par terme dans le contexte d’une économie

réelle. Les taux d’intérêt peuvent alors être étudiés en relation avec les paramètres exogènes de

l’économie (les préférences individuelles, l’attitude des agents vis-à-vis du risque, la nature de

l’incertitude qui affecte l’économie), mais aussi avec des agrégats endogènes (la consommation,

l’investissement, la production). Des principes explicatifs traditionnellement réservés à l’usage

exclusif des théoriciens de l’économie réelle, d’une part, et de l’économie financière, d’autre part,

enrichissent conjointement l’analyse. Le plus grand mérite de cette approche globale est, à notre

avis, d’avoir réconcilié la théorie de la structure des taux et la théorie traditionnelle de l’intérêt,

après plusieurs décennies d’une vie presque séparée. Mieux, l’équilibre général intertemporel pose

directementle problème du phénomène de l’intérêt en terme de structure des taux. Dans ce con-

texte, la théorie de la structure par terme perd de sa spécificité, mais acquiert une nouvelle dimen-

sion : elle devient tout simplementla théorie (standard) de l’intérêt.

En second lieu, les résultats obtenus sont solidement fondés sur une théorie microéconomique

explicite et rigoureuse. Nous pensons que ce « socle » théorique, que nous avons voulu conforter,

s’inscrit dans la modernité. La démocratisation de l’accès aux instruments financiers, l’intérêt

grandissant du public pour la gestion de son épargne, le développement des réseaux d’information,

le progressif démantèlement des barrières institutionnelles sur les marchés financiers, . . . tout

semble indiquer que les comportements microéconomiques de gestion de patrimoine vont accroître

leur influence.

Bien entendu, les analyses proposées dans cette thèse restent tributaires d’un certain nombre

d’hypothèses restrictives. Le dépassement de ces restrictions définit de possibles prolongements.

Le maître mot de ces prolongements semble devoir être ladifférenciation. Celle-ci peut opérer à

deux niveaux.

En premier lieu, on peut penser à une différenciation des acteurs. Il s’agit, ni plus ni moins, que

de remettre en cause la fiction de l’individu représentatif, et, par là même, de rendre au marché sa

fonction de coordination des actions individuelles. Ceci peut être réalisé de deux façons.
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Premièrement, on peut conserver l’hypothèse d’homogénéité des préférences, mais introduire

une différenciation au moyen d’asymétries d’information : si les agents n’ont pas tous accès

aux mêmes informations, ils sont susceptibles de former des anticipations différentes, et donc

d’exprimer des offres et demandes incompatibles sur les divers marchés. Ces derniers sont alors

chargés de résoudre ces conflitsex ante, et de faire naître un équilibre d’anticipations.30 Une

asymétrie d’information mène potentiellement à des comportements mimétiques, qui peuvent con-

ditionner la structure des taux courante (comme chez Artus [1993]). Cette voie ne manque pas

d’intérêts, mais n’entre pas directement en résonance avec le problème de la structure par terme.

Deuxièmement, on peut différencier les acteurs au niveau de leurs caractéristiques comportemen-

tales. On peut procéder ici dans deux directions. La première direction consiste à introduire un

type d’agent radicalement différent, par exemple l’État, dont l’objectif ne serait pas de max-

imiser l’espérance de son utilité intertemporelle. On fait ici un pas vers la macroéconomie, tout

en conservant un cadre de travail dans lequel les comportements rationnels s’expriment de façon

pleine et entière. La deuxième direction, plus orthodoxe, consiste à uniquement différencier les

préférences des agents maximisateurs. On peut, par exemple, tenter de spécialiser le modèle

d’équilibre général de Breeden [1979, 1986] avec agents hétérogènes, en décrivant précisément

des populations d’agents aux préférences différentes. En particulier, on peut imaginer faire co-

habiter des individus caractérisés par des préférencestemporellesdifférentes, et, à la limite, des

individus ne souhaitant consommer qu’à des instants précis du futur (leur « horizon »). On ob-

tiendrait alors un modèle explicite de la théorie de Modigliani et Sutch, dans lequel la structure

des taux révélerait une « équilibre d’habitat ».31 Cette voie de recherche mérite sans doute d’être

explorée.

En second lieu, plutôt que de différencier les acteurs, on peut imaginer différencier les caractéris-

tiques structurelles de l’économie. On peut, par exemple, introduire plusieurs biens. Cette voie a

été explorée par de nombreux auteurs, tels Sundaresan et Breeden. On peut encore introduire une

monnaie faisant l’objet d’une demande spécifique, comme dans les modélisation de type« cash-in-

advance ». Toutefois, à l’instar de l’asymétrie d’information, ces prolongements ne concernent pas

spécifiquement la dimension temporelle inhérente à la structure des taux. Plus intéressante serait

une voie consistant à différencier lesprocessus productifsselon cette dimension. Les modèles

d’équilibre examinés dans cette thèse supposent tous que ces processus rendent leur production

30« L’économie de l’information » est, par exemple, présentée dans l’ouvrage de Laffont [1985].

31Le comportement de gestion de portefeuille d’agents à horizon court et long est modélisé par Davanne, Dessaint et
Francq [1990], et intégré dans un modèle d’équilibre par Artus et Kaabi [1991].
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une périodeaprès leur mise en œuvre. Ceci confère au taux court un rôle privilégié du point de vue

du financement de la production, et tous les taux de la structure ne sont donc pas mis sur un pied

d’égalité. L’idéal serait de considérer que les agents ont accès à autant de processus de « durée »

différente qu’il y a de termes dans la structure.32 Mais, avant d’étudier ce problème complexe, et

quitte à privilégier un taux en particulier, il serait plus raisonnable de considérer que les processus

sont plutôt « longs », c’est-à-dire qu’ils rendent leur production plusieurs périodes avant leur mise

en œuvre. Cette vision plus keynésienne de la production pourrait en outre être associée à une

analyse des conséquences de l’irréversibilité de l’investissement productif, qui peut conduire les

individus à retarder leur décision d’investir.33

Comme on le voit, les perspectives de recherche sont nombreuses, et beaucoup semblent promet-

teuses. Toutes les tentatives en la matière, qu’elles soient orthodoxes ou non, sont évidemment les

bienvenues. Toutefois, nous insistons sur la nécessaireprudencequi doit présider à ces développe-

ments. Même si le dépassement du cadre microécomique examiné dans cette thèse peut apparaître

comme souhaitable, il serait sans doute hasardeux de le rejeter en bloc, et encore plus de l’ignorer.

32Hirshleifer [1972] et Breeden [1986] développent quelques réflexions à ce sujet.

33Voir l’article de Pindyck [1991].
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Annexe A Quelques notions et théorèmes utiles

Cette annexe énonce brièvement les quelques outils mathématiques et théorèmes dont la connais-

sance est indispensable à la lecture de cette thèse.

A.1 Les notations de Landau « grand 0 » et « petit o »

Si A(h) etB(h) sont deux fonctions d’une variable réelleh, on a

A(h) = O(B(h)) si lim
h→0

∣∣∣∣
A(h)
B(h)

∣∣∣∣ < +∞

A(h) = o(B(h)) si lim
h→0

∣∣∣∣
A(h)
B(h)

∣∣∣∣ = 0.

A.2 La règle de l’Hôpital

Soit f et g deux fonctions dérivables sur un voisinage dea, telles quef(a) = g(a) = 0 ou

f(a) = g(a) = +∞. Alors

lim
x→a

f(x)
g(x)

= L ⇐⇒ lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

= L

où la limiteL peut être finie ou infinie.

A.3 L’inégalité de Jensen

Si X est une variable aléatoire intégrable etf une fonction convexe définie surX(Ω) telle que

f(X) soit intégrable, alorsf(E [X]) ≤ E [f(X)]. Si f est concave, l’inégalité est renversée.
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Annexe B Une présentation rapide des outils du Calcul Stochastique

Cette annexe fournit une brève introduction aux outils du calcul stochastique. Pour un exposé

plus complet, on peut consulter Arnold [1974], Friedman [1975], Malliaris et Brock [1982], ou

Roger [1991]. Ces deux derniers ouvrages présentent en outre des applications économiques et

financières.

B.1 Processus de Wiener et processus d’Itô

Le calcul stochastique traite des processus aléatoires markoviens continus, et en particulier des

processus d’Itô. Ces derniers sont, eux-mêmes, construits comme une extension d’un processus

particulier, appeléprocessus de Wieneroumouvement brownien.

B.1.1 Le processus de Wiener

Fondamentalement, un processus de Wiener est un processus stochastique continu, dont les ac-

croissements au cours du temps sont indépendants, quelle que soit la longueur de l’intervalle con-

sidéré.

Soit z(t) un processus stochastique, démarrant enz(0) = 0, tel que le changement aléatoire

∆z(t) ≡ z(t + ∆t) − z(t) dez(t), au cours d’un intervalle de temps de longueur∆t, soit défini

par

∆z(t) = ε(t)
√

∆t + o(∆t),

où ε(t) est une variable aléatoire normale d’espérance nulle et de variance unitaire, dont les réal-

isations au cours du temps sont indépendantes (formellement, on noteraε(t) ; IIN(0, 1)), et où

o(∆t) est la notation de Landau,34 désignant un terme d’ordre moins élévé que∆t.

Alors, lorsque∆t tend vers zéro,z(t) décrit un processus de Wiener. Utilisant le formalisme du

calcul stochastique, on dira quez(t) est solution de l’équation différentielle stochastique

dz(t) = ε(t)(dt)1/2

34Voir page 329.
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sous la condition initialez(0) = 0.

On utilisera les règles fondamentales de calcul suivantes :

1. dt× dt = 0

2. dz(t)× dt = 0

3. dz(t)× dz(t) = dt

ainsi que

1. E [dz(t)] = 0

2. V [dz(t)] = dt

3. E [dz(t) dz(s)] = 0 pourt 6= s.

Les propriétés suivantes du processus de Wienerz(t) caractérisent son comportement dynamique :

1. La trajectoire dez est continue, mais n’est dérivable en aucun point. En effet, dz(t)/dt =

ε(t)(dt)−1/2 est infiniment grand quand dt est infiniment petit.

2. Les accroissements dez sont indépendants (∀t0, · · · , tn tels quet0 < · · · < tn, les variables

z(tj)−z(tj−1) sont indépendantes), normalement distibués, d’espérance nulle et de variance

égale à la longueur de l’intervalle de temps considéré (∀t, s tels quet < s, z(s) − z(t) ;

N(0, s− t)).

B.1.2 Le processus d’Itô

Le processus d’Itô constitue une généralisation du processus de Wiener. Le comportement dy-

namique d’un processus d’Itô est décrit par la différentielle stochastique

dx(t) = µ(x, t) dt + σ(x, t) dz(t),

où dz(t) désigne l’incrément d’un processus de Wiener. Les fonctionsµ(x, t) et σ(x, t) sont ap-

peléesparamètres infinitésimauxdu processus.
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Considérant les propriétés dez(t), on voit que

1. E [dx(t)] = µ(x, t) dt

2. V [dx(t)] = σ2(x, t) dt,

où l’espérance et la variance de dx(t) sont considérées à l’instantt. Ainsi, le paramètreµ(x, t) est

égal à l’espérance du changement dex(t) par unité de temps. Il est appelétendance. De même,

σ2(x, t) est égal à la variance du changement dex(t) par unité de temps. Le paramètreσ(x, t) est

appelécoefficient de diffusion.

À l’instar du processus de Wienerz(t), le processus d’Itôx(t) est continu, mais n’est dérivable en

aucun point.

B.2 Lemme d’Itô et générateur différentiel

Le lemme d’Itô, outhéorème fondamental du calcul stochastique, permet de déterminer les paramètres

infinitésimaux d’une fonction suffisamment régulière d’un processus d’Itô. On donne ici le lemme

pour un processus de dimension 1, puis de dimensionn. Pour une démonstration, voir par exemple

Malliaris et Brock [chapitre 2, section 4].

B.2.1 Lemme d’Itô pour un processus unidimensionnel

Soit {x(t), t ∈ D}, D = [0, T ], un processus d’Itô unidimensionnel caractérisé par la différen-

tielle stochastique

dx(t) = µ(x, t) dt + σ(x, t) dz(t).

Soitf(x, t) une fonction non-aléatoire, à valeur réelle, définie surIR×D, et possédant des dérivées

partielles continuesft, fx, etfxx.

Alors le processus{y(t) = f(x, t), t ∈ D} est un processus d’Itô unidimensionnel, défini par

dy(t) = ft dt + fx dx(t) +
1
2
fxx dx(t)2.
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Appliquant les règles sur dz, définies page 331, on montre facilement que le processusy(t) s’écrit

sous la forme

dy(t) = α(x, t) dt + δ(x, t) dz(t),

avec

α(x, t) = ft + µ(x, t)fx +
1
2
σ2(x, t)fxx

δ(x, t) = σ(x, t)fx.

Le termeα(x, t) représente l’espérance du changement dey(t) par unité de temps. On appelle

α(x, t) le générateur différentielsur la variable d’étatx, appliqué à la fonctionf , et il est noté

Lx [f ].

B.2.2 Lemme d’Itô pour un processus de dimensionn

Soit{X(t), t ∈ D}, D = [0, T ], un processus d’Itô de dimensionn caractérisé par la différentielle

stochastique

dX(t)
(n×1)

= M(X, t)
(n×1)

dt + S(X, t)
(n×m)

dz(t)
(m×1)

où les dimensions sont indiquées sous chaque matrice.

SoitF (X, t) une fonction non-aléatoire à valeur dansIRk, définie surIRn ×D, et possédant des

dérivées partielles continuesF t, vecteur colonne de dimensionk × 1, F X , matrice de dimension

k × n, etF XX , matrice de dimension(n × n) dont les éléments sont des vecteurs de dimension

k × 1.

Alors le processus{Y (t) = F (X, t), t ∈ D} est un processus d’Itô de dimensionk, défini par

dY (t) = F t dt +
∑

i

F Xi dXi(t) +
1
2

∑

i

∑

j

F XiXj dXi(t) dXj(t)
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Le processusY (t) s’écrit sous la forme

dY (t) = A(X, t)
(k×1)

dt + D(X, t)
(k×m)

dz(t)
(m×1)

avec, en notation abrégée,

A(X, t) = F t + F XM +
1
2

∑

i

∑

j

F XiXj [SS′]ij dt

D(X, t) = F XS.

De plus, on pourra écrire

∑

i

∑

j

F XiXj [SS′]ij = tr(SS′F XX)

où « tr » désigne l’opérateur de trace. S’appliquant sur une matrice(n× n) dont les éléments sont

des vecteurs de dimensionk, la trace désigne également un vecteur de dimensionk.

Le générateur différentiel défini dans le cas unidimensionnel s’écrit donc ici sous la forme

LX [F ] = F t + F XM +
1
2

tr(SS′F XX).

B.3 Moments et densité des processus usuels

En spécifiant les paramètres infinitésimauxµ(x, t) etσ(x, t) d’un processus d’Itô, défini de façon

générale par la différentielle

dx(t) = µ(x, t) dt + σ(x, t) dz(t),

on détermine le comportement dynamique particulier dex(t).

Certaines spécifications sont abondamment utilisées dans la littérature économique et financière.

On donne ici les propriétés statistiques des processus suivants :
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1. le processus de Wiener général ;

2. le processus d’Ornstein-Uhlenbeck ;

3. le processus « racine carrée ».

Les démonstrations des moments des deux derniers processus sont tirées de Choe [1986, pp.502–503

et pp.508–509].

B.3.1 Le processus de Wiener général

Un processus de Wiener général est un processus de la forme

dx(t) = µ dt + σ dz(t),

oùµ etσ sont des constantes.

Pour trouver les moments de ce processus, on intègre simplement l’équation ci-dessus entret ets.

Il vient

x(s)− x(t) = µ

∫ s

t
dτ + σ

∫ s

t
dz(τ),

soit

x(s) = x(t) + µ(s− t) + σ

∫ s

t
dz(τ).

Utilisant les propriétés statistiques de dz, on trouve immédiatement

E [x(s) |x(t)] = x(t) + µT

V [x(s) |x(t)] = σ2T

avecT ≡ s− t.

335



Annexe générale

La loi de probabilité dex(s), sachantx(t), est une normale, dont les moments ci-dessus sont notés

respectivement E et V. La densité de probabilité de cette loi est donc donnée par

f(x(s), x(t)) =
1√
2πV

exp

{
−1

2
(x(s)− E)2

V

}
.

B.3.2 Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Un processus d’Ornstein-Uhlenbeck est un processus de la forme

dx(t) = κ(θ − x(t)) dt + σ dz(t)

oùκ, θ etσ sont des constantes (κ, θ > 0).

Pour trouver les moments de ce processus, on définit au préalable la variable

Y (x, u) = −(θ − x(u))eκ(u−t),

L’équation ci-dessus permet de calculer

Y (x, t) = −(θ − x(t))

Y (x, s) = eκ(s−t)x(s)− θeκ(s−t).

Le lemme d’Itô, appliqué àY (x, u), donne

dY (x, u) = eκ(u−t)dx(u)− κ(θ − x(u))eκ(u−t)du.

Remplaçantx(u) par son expression, on obtient

dY (x, u) = σeκ(u−t)dz(u).
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Intègrant l’équation ci-dessus entret ets, il vient

Y (x, s)− Y (x, t) = σ

∫ s

t
eκ(τ−t)dz(τ).

On insère alors les expressions calculées pourY (x, s) etY (x, t). On obtient

x(s) = θ + (x(t)− θ)e−κ(s−t) + σe−κ(s−t)
∫ s

t
eκ(τ−t)dz(τ).

Utilisant les propriétés de dz, on trouve

E [x(s) |x(t)] = θ + (x(t)− θ)e−κT

V [x(s) |x(t)] = σ2e−2κ(s−t)
∫ s

t
e2κ(τ−t)dτ

= σ2e−2κ(s−t)

{
e2κ(s−t)

2κ
− 1

2κ

}

=
σ2

2κ

(
1− e−2κT

)

avecT ≡ s− t.

La loi de probabilité dex(s), sachantx(t), est normale, de densité

f(x(s), x(t)) =
1√
2πV

exp

{
−1

2
(x(s)− E)2

V

}

où E et V désignent respectivement l’espérance et la variance définies plus haut.

B.3.3 Le processus « racine carrée »

Un processus « racine carrée » est un processus de la forme

dx(t) = κ(θ − x(t)) dt + σ
√

x(t) dz(t)

oùκ, θ etσ sont des constantes (κ, θ > 0).
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On définit au préalable la variable

Y (x, u) = −(θ − x(u))eκ(u−t).

L’équation ci-dessus permet de calculer

Y (x, t) = −(θ − x(t))

Y (x, s) = eκ(s−t)x(s)− θeκ(s−t).

Le lemme d’Itô appliqué àY (x, u) donne

dY (x, u) = eκ(u−t)dx(u)− κ(θ − x(u))eκ(u−t)du.

Remplaçantx(u) par son expression, on obtient

dY (x, u) = σeκ(u−t)
√

x(u) dz(u).

Intègrant l’équation ci-dessus entret ets, il vient

Y (x, s)− Y (x, t) = σ

∫ s

t
eκ(τ−t)

√
x(τ) dz(τ).

On insère alors les expressions calculées pourY (x, s) etY (x, t). On obtient

x(s) = θ + (x(t)− θ)e−κ(s−t) + σe−κ(s−t)
∫ s

t
eκ(τ−t)

√
x(τ)dz(τ).

Utilisant les propriétés de dz, on trouve

E [x(s) |x(t)] = θ + (x(t)− θ)e−κT
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V [x(s) |x(t)] = σ2e−2κ(s−t)
∫ s

t
e2κ(τ−t)x(τ) dτ

= σ2e−2κ(s−t)
∫ s

t
e2κ(τ−t)

{
θ + (x(t)− θ)e−κ(τ−t)

}
dτ

= σ2e−2κ(s−t)
{

θ

∫ s

t
e2κ(τ−t)dτ +

∫ s

t
eκ(s−t)x dτ − θ

∫ s

t
eκ(s−t)dτ

}

= σ2e−2κT
{

θ

2κ

(
e2κT − 1

)
+ x(t)

1
κ

(
eκT − 1

)
− θ

κ

(
eκT − 1

)}

= θ
σ2

2κ

(
1− e−2κT

)
+

σ2

κ
(r(t)− θ)

(
e−κT − e−2κT

)

avecT ≡ s− t.

On trouve l’expression de la densité dex(s), sachantx(t), dans Cox, Ingersoll et Ross [1985b,

p.391] :

f(x(s), x(t)) = ce−u−v
(

u

v

)q/2

Iq

[
2(uv)1/2

]

avec

c ≡ 2κ

σ2
(
1− e−κ(s−t)

)

u ≡ cx(t)e−κ(s−t)

v ≡ cx(s)

q ≡ 2κθ

σ2
− 1

et Iq[.] est la fonction modifiée de Bessel, du premier type, et d’ordreq.

B.4 L’équation de Bellman du contrôle optimal stochastique

SoitX un vecteur dem instruments etY un vecteur dek variables d’état. On cherche à résoudre

le problème général suivant :

J(Y , t) ≡ max
{X}

E
Y,t

{∫ t′

t
U [X, Y , τ ] dτ + B

[
Y , t′

]
}
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sous

dY (t)
(k×1)

= M(X, Y , t)
(k×1)

dt + S(X, Y , t)
(k×n)

dz(t)
(n×1)

oùB est une fonction d’utilité terminale, appelée « fonction de leg ».

Appliquant le principe de Bellman, on écrit

J ≡ max
{X}

E
Y,t

{∫ t+∆t

t
U [X, Y , τ ] dτ +

∫ t′

t+∆t
U [X, Y , τ ] dτ + B

[
Y , t′

]
}

≡ max
{X}

E
Y,t

{∫ t+∆t

t
U [X, Y , τ ] dτ + E

Y,t+∆t

{∫ t′

t+∆t
U [X, Y , τ ] dτ + B

[
Y , t′

]
}}

≡ max
{X}

E
Y,t

{∫ t+∆t

t
U [X, Y , τ ] dτ + J(Y , t + ∆t)

}
.

Posant∆J(Y , t) ≡ J(Y , t + ∆t)− J(Y , t), il vient

0 = max
{X}

E
Y,t

{∫ t+∆t

t
U [X, Y , τ ] dτ + ∆J(Y , t)

}
.

Lorsque∆t tend vers 0, la formule de la moyenne permet d’approximer l’intégrale ci-dessus par

U [X, Y , t] dt. De plus,J(Y , t) étant une fonction d’un processus d’Itô,∆J(Y , t) tend vers la

différentielle stochastique dJ(Y , t). Divisant par dt et distribuant l’espérance, il vient alors

0 = max
{X}

{
U [X, Y , t] +

E [dJ(Y , t) |Y , t]
dt

}
.

Le terme E[dJ(Y , t) |Y , t]/dt est le générateur différentiel sur les variables d’étatY , et est noté

L [J ].

Utilisant alors le lemme d’Itô multidimensionnel pour obtenir dJ(Y , t), et notant que E[dz(t)] =

0, on obtient l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman du contrôle optimal stochastique :

0 = max
{X}

{U [X,Y , t] + L [J ]}
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avec

L [J ] = Jt + JY

(1×k)

M
(k×1)

+
1
2

tr(SS′

(k×k)

JY Y

(k×k)

)

qui doit être résolue sous la condition

J(Y , t′) = B(Y , t′).
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